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1. REVISAO

RECORDANDO OPERACOES

Recordando as quatro operacdes: adicao; subtracdo; multiplicacao; divisao.

Vamos lembrar como essas operacdes sao feitas e, principalmente, quando devemos utiliza-
las na solugéo de um problema.

Muita gente pensa que quem faz contas com rapidez é bom em matematica. E engano! Fazer
contas rapidamente é uma habilidade que se adquire com a préatica. Muito mais importante que fazer
contas com rapidez é descobrir quais sdo as operagbes que devemos usar para resolver um
problema. Portanto, em matemética, o mais importante é o raciocinio.

Para comecar, leia os quatro problemas abaixo e tente descobrir quais sdo as contas que
devem ser feitas.

- Um motorista de taxi andou 180 km em certo dia e 162 km no dia seguinte. No total, quanto ele
andou nesses dois dias?

- Uma mercadoria que custa R$37,00 foi paga com uma nota de R$50,00. De quanto foi o troco?

- Uma caixa de leite tipo “longa vida” possui 16 litros de leite. Quantos litros existem em 12 caixas?

- Devo repartir 24 balas igualmente entre meus trés filhos. Quantas balas deve receber cada um?

A adicéo

Podemos pensar na operacdo de adicdo quando queremos juntar as coisas que estdo
separadas.

Exemplo:
- Em uma pequena escola, existem 3 turmas: uma com 27 alunos, outra com 31 alunos e outra com
18 alunos. Quantos alunos existem ao todo nessa escola? Para reunir os alunos das 3 turmas,
devemos somar a quantidade de alunos de cada turma. A operacdo que devemos fazer é: 27 + 31 +
18=76

Existem, portanto, 76 alunos nessa escola.

Cada um dos nimeros de uma soma chama-se parcela. Na operagédo de adicao, podemos
somar as parcelas em qualquer ordem. Por isso, temos certeza de que 18 + 27 + 31 também dé& 76.

Devemos ainda lembrar que nimeros negativos também podem ser somados. Por exemplo, a
somade - 12 com - 5 d4 - 17. Para escrever essa operacéo fazemos assim:

-12+(-5)=-17

Observe que colocamos - 5 entre parénteses para evitar que 0s sinais de + e de - fiquem
juntos. Mas existe outra maneira, mais simples, de escrever a mesma operacao. Veja:

-12-5=-17

A subtracédo

Podemos pensar na operacao de subtracdo quando queremos tirar uma quantidade de uma
outra para ver quanto sobra. Veja o exemplo:

Uma secretaria recebeu a tarefa de preparar 90 envelopes de correspondéncia. Até a hora do
almoco, ela ja tinha feito 52. Quantos ela ainda tem de fazer? Temos aqui um exemplo claro de
operacao de subtracdo. A operacao que devemos fazer é:

90 -52 =38

Assim, depois do almocgo, a secretaria deverd preparar ainda 38 envelopes. Observe agora
gue, em uma subtracdo, quando o segundo ndmero é maior que 0 primeiro, o resultado € negativo.
Veja:

4

9 -
5-9=-4

5
9
Para resumir, as regras sdo as seguintes:
- Escrever 5 ou + 5 é a mesma coisa.
- Quando sinais de nimeros e sinais de operacdes aparecerem juntos, entao:
() )=
HE)=0)
() () =0)
() () =)

Por exemplo:
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5+(+3)=5+3=8
5+(-3)=5-3=2
5+(+3)=5-3=2
5-(-3)=5+3=8

Veja, a seguir, como devemos proceder numa situacdo em que ha soma e subtracédo de
diversos ndmeros.

Jodo abriu uma conta bancaria. Depois de algum tempo, essa conta apresentou 0 seguinte
movimento: Qual sera o saldo de Jodo apds essas operagdes? Vamos representar os depositos por
ndmeros positivos e as retiradas por nimeros negativos. Devemos entdo fazer a seguinte conta:

53-25+65-30-18

O resultado dessa operacao sera a quantia que Joao ainda tem no banco. A melhor forma de
fazer esse calculo é somar os nimeros positivos (0os depositos), somar os nimeros negativos (as
retiradas) e depois subtrair o segundo resultado do primeiro. Assim:

53-25+65-30-18=

= (53 +65) -(25 + 30 + 18) =

=118-73=

=45

Portanto, Jodo ainda tem R$ 45,00 em sua conta bancaria.

A multiplicacéo
A multiplicacdo nada mais € que uma soma com parcelas iguais. Por exemplo:
7T+7+7+7+7=5x7=35
O numero 7 apareceu 5 vezes. Entéo, 7 vezes 5 d& 35. Da mesma forma:
5+5+5+5+5+5+5=7x5=35
Agora, o nimero 5 apareceu 7 vezes. Entdo 5 vezes 7 da 35.
Vocé ja sabe que, em uma multiplicacdo cada nimero chama-se fator.
Vamos, agora, recordar algumas propriedades da multiplicagéo.

1. Na multiplicagéo, a ordem dos fatores néo altera o resultado. Por isso:

5x7=7x5
2. Quando temos varias multiplicacdes seguidas, qualquer uma delas pode ser feita primeiro. Por
exemplo:

2x3x5=(2x3)x5=6x5=30
2x3x5=2x(3x5)=2x15=30
2x3x5=(2x5)x3=10x3=30
3. Quando um numero multiplica uma soma, ele multiplica cada parcela dessa soma. Por exemplo:
2x(83+4+5)=2x12=24
Ou, ainda:
2x(3+4+5)=2x3+2x4+2x5=6+8+10=24
Falta apenas recordar o que ocorre quando temos multiplicagdes com nimeros negativos. As
regras sao as seguintes:
(Hx()=0)
() x(+)=0)
Ox() =

A diviséo

Podemos pensar na divisdo quando queremos dividir um total de partes iguais ou quando
gueremos saber gquantas vezes um ndmero cabe no outro.

Exemplo:

Desejamos colocar 80 lapis em 5 caixas, de maneira que todas as caixas tenham o mesmo
namero de lapis. Quantos lapis devemos p6r em cada caixa? A resposta é facil. Basta dividir 80 por 5.

80/5=16

Logo, cada caixa deve conter 16 lapis.

No exemplo que acabamos de ver, a divisdo foi exata ou seja, conseguimos colocar a mesma
quantidade de lapis em cada caixa sem que sobrasse nenhum.

O que aconteceria, entretanto, se tivéssemos 82 lapis para por nas 5 caixas? A resposta é
facil. Cada caixa continuaria com 16 lapis, mas sobrariam 2.
Veja a operacao:

82 | 5

5 16
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32
-30
2
Na operacao acima, 82 é o dividendo, 5 é o divisor, 16 € o quociente e 2 é o resto. Esses
quatro nimeros se relacionam da seguinte forma:

82 = 5 x 16 + 2
(dividendo) = (divisor) x (quociente) + (resto)
Atencao!

O resto é sempre positivo e menor que o divisor.
Ao fazer uma divisdo, estaremos sempre encontrando dois novos nimeros: 0 quociente e o
resto. Vamos ver mais um exemplo do uso dessa operagdo em um problema.

Exercicio:
1. Efetue as operacdes indicadas:
a)37+43=
b) 55 - 18 =
c)18-55=
d)12+(-7) =
e)12-(-7)=
f)-9-6=
9)-9+(-6)
h)-9-(-6)
i)13x 7=
)(8)x9=
N(7-3)x4=
m) (3-8)x(-4)=

2. Efetue as operag@es indicadas. Lembre que, se varias operagdes aparecem em uma mesma
expressao, as multiplicacdes e divisbes séo feitas primeiro e depois as somas e subtracdes.
a)4+2x3=

b)20-3+12-30/6=

c)13x112-11x10=

3. Um trabalhador recebe R$12 por dia de trabalho, mais uma gratificacdo de R$8 por semana.
Sabendo que cada semana tem 6 dias de trabalho, quanto esse trabalhador devera ter recebido apés
4 semanas?

4. Certo automoével faz, na estrada, 12 km por litro de gasolina. Para fazer uma viagem de 340 km, o
proprietario colocou no tanque 30 litros de gasolina. Esse combustivel sera suficiente?

5. Em uma festa, as mesas do saldo sdo quadradas e acomodam, no maximo, 4 pessoas. Para que
150 pessoas possam se sentar, quantas mesas serdo necessarias?

6. Uma escola tem 4 salas e cada sala tem 30 carteiras. Na primeira sala existem 26 alunos, na
segunda, 24, na terceira, 23 e na quarta, 19. Quantos alunos ainda podem ser matriculados?

7. Jodo tem um terreno retangular de 20m de frente por 30m de fundo, e deseja cerca-lo com uma
cerca de arame com 5 fios. Quantos metros de arame ele devera comprar?

Conjuntos Numéricos

Conjunto dos Numeros Naturais
Sao todos 0s numeros inteiros positivos, incluindo o zero. E representado pela letra maitscula

N.
Caso queira representar o conjunto dos nimeros naturais ndo-nulos (excluindo o zero), deve-
se colocar um * ao lado do N:

N ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, ...}

PROF. ME. JAMUR SILVEIRA


http://www.infoescola.com/matematica/numeros-naturais/

WWW.PROFESSORJAMUR.COM.BR

N*={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, ...}

Conjunto dos Numeros Inteiros
Sao todos 0s numeros que pertencem ao conjunto dos Naturais mais 0s seus respectivos
opostos (negativos).
Sao representados pela letra Z:
Zz={.-4-3,-2,-1,0,1,2,3,4, ..}
O conjunto dos inteiros possui alguns subconjuntos, eles sao:
- Inteiros n&o negativos
Sao todos 0s numeros inteiros que nao sao negativos. Logo percebemos que este conjunto é
igual ao conjunto dos nimeros naturais. E representado por Z,:
Z,={0,1,2,3,45,6, ...}
- Inteiros n&o positivos
S&o todos 0s nlimeros inteiros que ndo sdo positivos. E representado por Z.:
Z.={.,-5-4,-3,-2, -1, 0}
- Inteiros ndo negativos e ndo-nulos
E o conjunto Z, excluindo o zero. Representa-se esse subconjunto por Z*,:
z*={1,2,3,4,5,6,7, ..}
Z*, = N*
- Inteiros n&ao positivos e nao nulos
S&o todos os numeros do conjunto Z. excluindo o zero. Representa-se por Z*..
*={.. -4,-3,-2,-1}

Conjunto dos Numeros Racionais

Os numeros racionais é um conjunto que engloba os nimeros inteiros (Z), nimeros decimais
finitos (por exemplo, 743,8432) e o0s numeros decimais infinitos periédicos (que repete uma
sequéncia de algarismos da parte decimal infinitamente), como "12,050505...", sdo também
conhecidas como dizimas periddicas.

Os racionais séo representados pela letra Q.

Conjunto dos Numeros Irracionais

E formado pelos nimeros decimais infinitos n&o-periddicos. Um bom exemplo de nimero
irracional € o nimero PI (resultado da divisédo do perimetro de uma circunferéncia pelo seu diametro),
que vale 3,14159265 .... Atualmente, supercomputadores ja conseguiram calcular bilhdes de casas
decimais para o PI.

Também séo irracionais todas as raizes ndo exatas, como a raiz quadrada de 2 (1,4142135

)

Conjunto dos Nimeros Reais

E formado por todos os conjuntos citados anteriormente (uni&o do conjunto dos racionais com
0s irracionais).

Representado pela letra R.

MNimeros Reais

MNdrmeros Inteiros

Ndmeros
Naturais

Fracbes
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O simbolo & significa a:b, sendo a e b niUmeros naturais e b diferente de zero.
Chamamos:

]

b & de fracao;

F a de numerador;

F b de denominador.

)

Se a é multiplo de b, entdo & 6 um numero natural.
Veja um exemplo:

i

A fracdo £ é igual a 8:2. Neste caso, 8 é o numerador e 2 é o denominador. Efetuando a
E;

divisdo de 8 por 2, obtemos o quociente 4. Assim, 4 é um nimero natural e 8 é multiplo de 2.
Classificacao das fracGes

Fracdo prépria: o numerador é menor que o denominador:

| o
Lo | =
Lh| L

Fracdo imprépria: o numerador € maior ou igual ao denominador.

| =
Ih | 1Lk
I= | o

6 24 B
Fracéo aparente: o numerador € multiplo do denominador. 3012 4

FracBGes equivalentes

2 4

Fracdes equivalentes séo fragbes que representam a mesma parte do todo.
1

Exempilo: 2 4 8 sio equivalentes

Para encontrar fragcdes equivalentes devemos multiplicar o numerador e o denominador por
um mesmo numero natural, diferente de zero.

1
Exemplo: obter fracdes equivalentes a fragédo 2,
12 1 13 3 14 4 15 5
22 4 23 6 24 8 25 10
2 3 4 i 1
Portanto as fragdes 4 fi &

"10 s30 algumas das fragdes equivalentes a 2 .
Simplificagcdo de fragbes

g9 3 3
Uma fracdo equivalente a 12, com termos menores, é 4. A fracdo 4 foi obtida dividindo-se
g 3
ambos os termos da fracdo 12 pelo fator comum 3. Dizemos que a fracéo 4 é uma fracdo
g
simplificada de 12
3

3
A fracdo % ndo pode ser simplificada, por isso é chamada de fracdo irredutivel. A fragdo
néo pode ser simplificada porque 3 e 4 ndo possuem nenhum fator comum.
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Adicédo e subtracdo de nimeros fracionarios

Temos que analisar dois casos:
1°) denominadores iguais
Para somar fracdes com denominadores iguais, basta somar os numeradores e conservar o
denominador.
Para subtrair fracdes com denominadores iguais, basta subtrair os numeradores e conservar
0 denominador.
Observe os exemplos:

4 1 @
—_+ ==
To07 0
s_2_13
7 7

2°) denominadores diferentes
Para somar fracbes com denominadores diferentes, uma solucdo é obter fracbes
equivalentes, de denominadores iguais ao mmc dos denominadores das fra¢cdes. Exemplo: somar as

4 5

fracdes > 2.
Obtendo o mmc dos denominadores temos mmc(5,2) = 10.
4 7 57

> 10 (105)4=8 2 10 (10:2)5=25
g8 25 3

+
m 1o 1
Resumindo: utilizamos o mmc para obter as fracdes equivalentes e depois somamos
normalmente as fracdes, que ja terdo o mesmo denominador, ou seja, utilizamos o caso 1.

[N}

Multiplicacdo e divisdo de nimeros fraciondrios

Na multiplicacdo de nimeros fracionarios, devemos multiplicar numerador por numerador, e
denominador por denominador, assim como é mostrado nos exemplos abaixo:

8 4_8rd_32
373 323 9

—_—r—= — — —
2 3 2x5 é ) 3
Na divisdo de numeros fracionarios, devemos multiplicar a primeira fracdo pelo inverso da
segunda, como é mostrado no exemplo abaixo:

-5 4 -5z4 -20 20 10

Potenciacdo e radiciacdo de numeros fracionarios

Na potenciacdo, quando elevamos um numero fracionario a um determinado expoente,
estamos elevando o numerador e o denominador a esse expoente, conforme os exemplos abaixo:

PROF. ME. JAMUR SILVEIRA
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2 2 8
3 P 27

Naradiciagcdo, quando aplicamos a raiz quadrada a um nudmero fracionario, estamos
aplicando essa raiz ao numerador e ao denominador, conforme o0 exemplo abaixo:

25 25 5

64 .fea 8

ﬂ 144 q.'lf-l 12 &

100 5

Ndameros Decimais

Adicéo
Na adicdo de numeros decimais devemos somar 0s niumeros de mesma ordem de unidade,
décimo com décimo, centésimo com centésimo.
Antes de iniciar a adig8o, devemos colocar virgula debaixo de virgula.
Exemplos:
0,3+0,81
1,42 + 2,03
7,4+ 1,23+ 3,122

Subtracéo
A subtragdo de nimeros decimais é efetuada da mesma forma que a adi¢&o.
44-1,21
2,21-1,211
9,1-4,323

Multiplicac&o
Efetuamos a multiplicacdo normalmente. Em seguida, contam-se as casas decimais de cada
namero e o produto fica com o nimero de casas decimais igual a soma das casas decimais dos
fatores.
Exempilos:
4,21 x2,1
0,23 x 1,42
0,42x1,2

Diviséo

Na divisdo de numeros decimais, o dividendo e o divisor devem ter o0 mesmo nimero de casas
decimais. Devemos iguala-las antes de comecar a divisao.

7,02 : 3,51 (O numero de casa decimais sdo iguais, eliminamos a virgula e efetuamos a divisao
normal)

11,7 : 2,34 (lgualamos o numero de casas decimais, acrescentando um 0, eliminamos a virgula e
efetuamos a divisdo)

23 : 7 (A divisdo nao é exata, acrescenta a virgula para acrescentar um zero no resto)

PROF. ME. JAMUR SILVEIRA
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2. MMC/MDC

Maximo Divisor Comum (M.D.C.)

Dois numeros naturais sempre tém divisores comuns. Por exemplo: os divisores comuns de
12 e 18 sdo 1,2,3 e 6. Dentre eles, 6 é 0 maior. Entdo chamamos o0 6 de maximo divisor comum de
12 e 18 e indicamos m.d.c.(12,18) = 6.

O maior divisor comum de dois ou mais nimeros é chamado de maximo divisor
comum desses nimeros. Usamos a abreviacdo m.d.c.

Alguns exemplos:
mdc (6,12) = 6
mdc (12,20) =4
mdc (20,24) =4
mdc (12,20,24) = 4
mdc (6,12,15) = 3

CALCULO DO M.D.C.
Um modo de calcular o m.d.c. de dois ou mais nimeros é utilizar a decomposicdo desses
nameros em fatores primos.
- decompomos o0s humeros em fatores primos;
- 0 m.d.c. é o produto dos fatores primos comuns.
Acompanhe o célculo do m.d.c. entre 36 e 90:

36=2x2x3x3

90=2x3x3x5

O m.d.c. é o produto dos fatores primos comuns => m.d.c.(36,90) =2 x 3x 3

Portanto m.d.c.(36,90) = 18.

Escrevendo a fatoragcao do nimero na forma de poténcia temos:

36 =2°x 3°

90=2 x 3’ x5

Portanto m.d.c.(36,90) = 2 x 3° = 18.
O m.d.c. de dois ou mais numeros, quando fatorados, é o produto dos fatores
comuns a eles, cada um elevado ao menor expoente.

CALCULO DO M.D.C. PELO PROCESSO DAS DIVISOES SUCESSIVAS
Nesse processo efetuamos varias divis6es até chegar a uma divisdo exata. O divisor desta
divisdo é o m.d.c. Acompanhe o célculo do m.d.c.(48,30).
Regra pratica:
- dividimos o numero maior pelo nimero menor;
48 /30 =1 (com resto 18)
- dividimos o divisor 30, que é divisor da divisdo anterior, por 18, que é o resto da divisdo anterior, e
assim sucessivamente;
30/18 =1 (com resto 12)
18/12 =1 (com resto 6)
12 /6 = 2 (com resto zero - divisdo exata)
- O divisor da divis&o exata é 6. Entdo m.d.c.(48,30) = 6.

NUMEROS PRIMOS ENTRE S|

Dois ou mais nimeros s&o primos entre siquando o maximo
divisor comum desses numeros é 1.

Exempilos:
Os numeros 35 e 24 sdo numeros primos entre si, pois mdc (35,24) = 1.
Os numeros 35 e 21 ndo s&o nimeros primos entre si, pois mdc (35,21) = 7.

MINIMO MULTIPLO COMUM (M.M.C.)
Dois ou mais nimeros sempre tém multiplos comuns a eles.

PROF. ME. JAMUR SILVEIRA
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Vamos achar os miltiplos comuns de 4 e 6:
Multiplos de 6: 0, 6, 12, 18, 24, 30,...
Miultiplos de 4: 0, 4, 8, 12, 16, 20, 24,...
Multiplos comuns de 4 e 6: 0, 12, 24,...
Dentre estes miltiplos, diferentes de zero, 12 € o menor deles. Chamamos o 12 de minimo
multiplo comum de 4 e 6.

O menor multiplo comum de dois ou mais nimeros, diferente de zero, é chamado
de minimo multiplo comum desses numeros. Usamos a abreviagdo m.m.c.

CALCULO DO M.M.C.
Podemos calcular o m.m.c. de dois ou mais nimeros utilizando a fatoracao.
Acompanhe o calculo do m.m.c. de 12 e 30:
- decompomos o0s numeros em fatores primos
- 0 m.m.c. é o produto dos fatores primos comuns e nao-comuns:
12=2x 2 x 3
30=2x3 x5
m.m.c (12,30) =2 x 2 x 3 x 5

O m.m.c. de dois ou mais nimeros, quando fatorados, é o produto dos fatores
comuns e ndo-comuns a eles, cada um elevado ao maior expoente.

PROCESSO DA DECOMPOSICAO SIMULTANEA

Neste processo decompomos todos 0s nimeros ao 15, 24, 60
mesmo tempo, num dispositivo como mostra a figura ao lado. 15,12, 30
O produto dos fatores primos que obtemos nessa 15, 6,15
decomposicdo é o m.m.c. desses nimeros. Ao lado vemos o 15, 3, 15
célculo do m.m.c.(15,24,60) 5 1,5

Portanto, m.m.c.(15,24,60) =2x2x2x3x5=120 1, 1,1

GWONNN

PROPRIEDADE DO M.M.C.

Entre os nameros 3, 6 e 30, o nimero 30 é multiplo dos outros dois. Neste caso, 30 é o
m.m.c.(3,6,30). Observe:

3,6,30 |2
3,3,15 1|3
T t® 5
(e TP

m.m.c.(3,6,30) =2x3x5=30

Dados dois ou mais nimeros, se um deles é multiplo de todos os outros, entdo
ele € o m.m.c. dos numeros dados.

Considerando os nimeros 4 e 15, ques sao primos entre si. O m.m.c.(4,15) é igual a 60, que é 0
produto de 4 por 15. Observe:
4 15
2,15
o <)
D
o

—
W

m.m.c.(4,15)=2x2x3x5=60
Dados dois nimeros primos entre si, 0 m.m.c. deles é o produto desses numeros.
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3. EQUACAO DE 1° GRAU

Equagdes de primeiro grau
(com uma variavel)

Equacdo é toda sentenga matematica aberta que exprime uma relacdo de igualdade. A palavra
equacao tem o prefixo equa, que em latim quer dizer "igual". Exemplos:

2x+8=0
5x-4=6x+8
3a-b-c=0

N&o sdo equacdes:

4+8=7+5 (Ndo é uma sentenca aberta)

x-5<3 (Nao éigualdade)

S# -2 (n&o é sentenca aberta, nem igualdade)

A equacéo geral do primeiro grau:

ax+tb =0

onde a e b sdo numeros conhecidos e a diferente de 0, se resolve de maneira simples: subtraindo b
dos dois lados, obtemos:

ax =-b

dividindo agora por a (dos dois lados), temos:

Considera a equacéo 2x - 8 = 3x -10

A letra é a incégnita da equacao. A palavra incdgnita significa " desconhecida".
Na equagdo acima a incognita é x; tudo que antecede o sinal da igualdade denomina-se
1° membro, e 0 que sucede, 2°membro.

2x—8 =3x—-10
\_.V._m" \—1;'—"‘.
1° Adembro. 2° Afembro.

Qualquer parcela, do 1° ou do 2° membro, € um termo da equacéo.

2x—8=3x—-10
||

u\u\ I
Termos da equagio
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Equagdo do 1° grau na incOgnita x é toda equacdo que pode ser escrita na
forma ax=b, sendo a e bnimeros racionais, com a diferente de zero.

Conjunto Verdade e Conjunto Universo de uma Equacéo

Considere o conjunto A={0, 1, 2, 3, 4,5} eaequacdo x + 2 =5,

Observe que o ndmero 3 do conjunto A é denominado conjunto universo da equagédo e o
conjunto {3} é o conjunto verdade dessa mesma equagcao.

Observe este outro exemplo:
Determine os nimeros inteiros que satisfazem a equacao x2 = 25
O conjunto dos nimeros inteiro é o0 conjunto universo da equacao.
Os numeros -5 e 5, que satisfazem a equacdo, formam o conjunto verdade, podendo ser
indicado por: V = {-5, 5}.
Dai concluimos que:

Conjunto Universo é o conjunto de todos os valores que variavel pode assumir.
Indica-se por U.

Conjunto verdade é o conjunto dos valores de U, que tornam verdadeira a
equacao . Indica-se por V.

Observacoes:
O conjunto verdade é subconjunto do conjunto universo.

J'clU

N&o sendo citado o conjunto universo, devemos considerar como conjunto universo 0 conjunto dos

ndmeros racionais.

O conjunto verdade é também conhecido por conjunto solucé&o e pode ser indicado por S.

Raizes de uma equacao

Os elementos do conjunto verdade de uma equagédo sdo chamados raizes da equacéo.

Para verificar se um nimero € raiz de uma equacao, devemos obedecer a seguinte sequéncia:
- Substituir a incégnita por esse numero.
- Determinar o valor de cada membro da equagéo.
- Verificar a igualdade, sendo uma sentenca verdadeira, 0 nimero considerado é raiz da equacao.

Exemplos:
Verifique quais dos elementos do conjunto universo sdo raizes das equagfes abaixo,

determinando em cada caso o conjunto verdade.

Resolva a equagdo x-2 =0,sendo U ={0, 1, 2, 3}.
Parax=0naequagdox-2 =0temos:0-2=0 =>-2=0.(F)
Parax=1naequagdox-2 =0temos:1-2=0 =>-1=0.(F)
Parax=2naequagdox-2 =0temos:2-2=0 =>0=0. (V)
Parax =3 naequagdox-2 =0temos:3-2=0 =>1=0.(F)

Verificamos que 2 é raiz da equacéo x - 2 = 0, logo V = {2}.

Resolva a equacéo 2x -5=1,sendo U ={-1, 0, 1, 2}.

Parax =-1naequacdo2x-5 =1temos:2.(-1)-5=1 =>-7=1.(F)
Parax =0naequagdo2x-5 =1temos:2.0-5=1 =>-5=1.(F)
Parax=1naequagdo2x-5 =1temos:2.1-5=1 =>-3=1. (F)
Parax=2naequagdo2x-5 =1temos:2.2-5=1 =>-1=1. (F)

A equacgdo 2x - 5 =1 ndo possui raizem U, logo V = @.
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Equac@es de primeiro grau
(com duas variaveis)
Considere a equacdo: 2x - 6 =5 - 3y

Trata-se de uma equacdo com duas variaveis, x ey, pode ser transformada numa
equacao equivalente mais simples. Assim:

2x+3y=5+6
2x +3y =11 ==>Equacao do 1°grau naformaax +by=c.

Denominando equagédo de 1° grau com duas variaveis, x e y, a toda equacao que pode ser
reproduzida a formaax+by=c, sendoaebnimeros diferentes de zero,
simultaneamente.

Na equacéo ax + by = ¢, denominamos:

X +y - variaveis ou incégnita b - coeficiente de y

a - coeficiente de x c - termo independente
Exemplos:

x+y=30 -3x -7y =-48

2x+3y =15 2x-3y =0

X -4y =10 X-y=8

Solucdo de uma equacéo de 1° grau com duas variaveis
Quais o valores de x e y que tornam a sentenca X - 2y = 4 verdadeira?

Observe os pares abaixo:

Verificamos que todos esses pares séo solu¢cdes da equacao x - 2y = 4,
Assim, os pares (6, 1); (8, 2); (-2, -3) séo algumas das solu¢gfes dessa equacao.
Uma equagbes do 1° grau com duas variaveis tem infinitas soluc¢des - infinitos (x, y) - , sendo,
portanto, seu conjunto universo & * @
Podemos determinar essas solugdes, atribuindo-se valores quaisquer para uma das variaveis,
calculando a seguir o valor da outra. Exemplo:
Determine uma solucdo para a equagao 3x -y = 8.
Atribuimos para o x o valor 1, e calculamos o valor de y. Assim:
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3x-y=8
3.(1)-y=8
3-y=8
-y =5 ==> Multiplicamos por -1
y=-5
O par (1, -5) é uma das solugfes dessa equacgao.
vV ={(1,-5)}
Resumindo:
Um par ordenado (r, s) é solucéo de uma
equacao ax + by = c (a e bndo-nulos simultaneamente), se

parax =r ey =s asentenca é verdadeira.

Sistemas de Equacdes

Considere o seguinte problema:
Pipoca, em sua Ultima partida, acertou x arremessos de 2 pontos e y arremessos de 3 pontos. Ele
acertou 25 arremessos e marcou 55 pontos. Quantos arremessos de 3 pontos ele acertou?
Podemos traduzir essa situacdo através de duas equagdes, a saber:
X+y=25 (total de arremessos certo)
2x +3y =55 (total de pontos obtidos)

Essas equagfes contém um sistema de equacdes.
Costuma-se indicar o sistema usando chave.

x+y=25
2x+3y=55

O par ordenado (20, 5), que torna ambas as sentencas verdadeiras, € chamado solucdo do
sistema.Um sistema de duas equagBes com duas variaveis possui uma unica solucéo.

Resolucao de Sistemas

A resolucdo de um sistema de duas equagBes com duas variaveis consiste em determinar um par
ordenado que torne verdadeiras, a0 mesmo tempo, essas equagodes.
Estudaremos a seguir alguns métodos:

Método de substituicao

T+y=4

dx—3y=173

Solucéo
- determinamos o valor de x na 12 equacgéo.

X=4-y
- Substituimos esse valor na 22 equacgéo.
2 .(4-y)-3y=3

- Resolvemos a equacéo formada.

8-2y-3y=3
8-2y-3y=3
-5y =-5 => Multiplicamos por -1
5y=5
y= 5
5
y=1

- Substituimos o valor encontrado de y, em qualquer das equacdes, determinando x.
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X +1=14

XxX=4-1

X=3

- A solucéo do sistema é o par ordenado (3, 1).
V=A@ 1}

Método da adicao

Sendo U = & X @ observe a solucdo de cada um dos sistemas a seguir, pelo método da adicao.

Resolva o sistema abaixo:

x+y=10
x—y=~6
Solucgéo

- Adicionamos membros a membros as equacdes:

x+ ¥ =10
{x—/yéﬁ

X=8

- Substituimos o valor encontrado de x, em qualquer das equagdes, determinado y:
8+y=10
y=10-8
y=2
A solucéo do sistema é o par ordenado (8, 2)
vV ={(8, 2)}

4. EQUACAO DE 2° GRAU

Equac@es de 2° grau

Definicdes
Denomina-se equacao do 2° grau na incognita x, toda equacéo da forma:

al+bx+c=0:abc €EIRe 2%

Exemplo:
X*-5Xx+6=0 € um equacdo do 2°graucoma=1, b=-5 e c=6.
6x*-x-1=0 éum equacdodo2°graucoma=6, b=-1 e c=-1.
7x*-x=0 € um equacdo do 2°graucoma=7, b=-1 e c=0.
x*-36=0 € um equagdodo 2°graucoma=1, b=0ec=-36.
Nas equagdes escritas na forma ax? + bx + ¢ = 0 (forma normal ou forma reduzida de uma
equagdo do 2° grau na incognita x) chamamos a, b e ¢ de coeficientes.
a é sempre o coeficiente de x2;
b é sempre o coeficiente de x,
¢ é o coeficiente ou termo independente.

Equacéo completas e Incompletas
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Uma equacao do 2° grau é completa quando b e ¢ séo diferentes de zero. Exemplos:
X2-9x+20=0 e-x2+10x - 16 =0 sao equacdes completas.
Uma equacao do 2° grau € incompleta quando b ou ¢ é igual a zero, ou ainda quando ambos sao
iguais a zero. Exemplos:
x2-36=0 x2-10x=0 4x2=0
(b=0) (c=0) (b=c=0)

Raizes de uma equacao do 2° grau
Resolver uma equacéo do 2° grau significa determinar suas raizes.
Raiz é o numero real que, ao substituir a incégnita de uma equacao,
transforma-a numa sentenca verdadeira.
O conjunto formado pelas raizes de uma equacao denomina-se conjunto verdade ou conjunto
solucao. Exemplos:
Dentre os elementos do conjuntos A={-1, 0, 1, 2}, quais sdo raizes da equacao
X2-x-2=07?
Solucéo
Substituimos a incognita x da equacao por cada um dos elementos do conjunto e verificamos
quais as sentencas verdadeiras.
(-1)?-(1)-2=0

Parax =-1 1+1-2=0 V)
0=0
02-0-2=0

Parax=0 0-0-2=0 (F)
-2=0
12-1-2=0

Parax =1 1-1-2=0 (F)
-2=0
22-2-2=0

Parax =2 4-2-2=0 V)
0=0

Logo, -1 e 2 sédo raizes da equacao.
Determine p sabendo que 2 é raiz da equacgéo (2p - 1) x2 - 2px - 2 =0.

Solucéo

Substituindo a incégnita x por 2, determinamos o valor de p.
(2p-1).2° -2p.2-2=0
(2p-1).4-4p-2=0
sp-d-dp-2=10

dp-6=10

4p =6

p=§ = p=§
4 2

3

z.

Logo, o valorde p é

Resolucao de equacdes incompletas

Resolver uma equacéo significa determinar o seu conjunto verdade.

Utilizamos na resolucéo de uma equacao incompleta as técnicas da fatoracédo e duas importantes
propriedades dos nimeros reais:

13 propriedade: =t x€ R, ye R e xy=~0entio, x=0ocu y=0

1 _ x - = -
22 Propriedade: sexe R, ye Rex® =y, entio, x ﬁ ou X J}_f
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2 =
1° Caso: Equacéo do tipo @*~ + bx=0
Exemplo:

2 =
Determine as raizes da equagio * — 8% =0 sendo I/ =R,
Solucéao
Inicialmente, colocamos x em evidéncia:
xix—-&)=10
Para o produto ser igual a zero, basta que um dos fatores também o seja. Assim:
=0 ou x-8=0 = x=38
Obtemos dessa maneira duas raizes que formam o conjunto verdade:

v =10,3]
2 _ A=-—
De modo geral, a equacéo do tipo @*~ * 22 =0 tem para solugdes =1 ¢ o
2 -
2° Caso: Equagdo do tipo @x~ +¢ = 0.
Exemplos:
2 -
Determine as raizes da equagéo 2xt —72=0 ,sendo U = IR.
Solucéo
2x® =72
x% =36
x=426 ou x=-.036
x =136
x =16 ——+ A equagdo tem duas raizes simétricas.
e

2 = . ’ . 7
De modo geral, a equacéo do tipo @& te=10 possui duas raizes reais se @ for um namero
o

positivo, ndo tendo raiz real caso @ seja um ndmero negativo.

Resolucéo de equacbes completas
Para solucionar equagfes completas do 2° grau utilizaremos a formula de Bhaskara.

2 =
A partir da equacdo #* T bx+tec=0 ¢gm quea b,c € IRe @ *0 desenvolveremos passo a
passo a deduc¢éo da férmula de Bhaskara (ou férmula resolutiva).
1° passo: multiplicaremos ambos os membros por 4a.

[4e). (czxg +hx +c::l =0.[4a)
daix® +dabx +dac =0
2° passo: passar 4ac par o 2° membro.
da*x* +dabx = —dar
2
3° passo: adicionar £ a0s dois membros.

f‘n:;t:*:x2 + dabx +ng =5 —dac

Trindmio quadrado perfeito
4° passo: fatorar o 1° elemento.

[2ax + E:')2 =b* - dar
5° passo: extrair a raiz quadrada dois membros.
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J(Eax+b)2 = +£./b? — dar

Zaxt+h= iw'bg — dexe

6° passo: passar b para o 2° membro.

Pax = —h+Jb* —dac
7° passo: dividir os dois membros por

2ax _ -h i«_n'f:l:4 —dae

2ex 2ot
Assim, encontramos a férmula resolutiva da equacao do 2° grau:

—btab? —dac
x=
2t
Podemos representar as duas raizes reais por x' e x", assim:

e — b+ ofb —dae

2t (a ?f[:l:l

et
a_Th - b - dae
2a

Exemplos:

resolucéo a equago: Txt+13x-2=0
a=7 A=13e c=-2

Temos
_-132 138 -47(- 2]
' 27
__ 132169456
14
o _13%4225
14
Lo 13215
14
_-13+15 2 1
FPortanto - 14 14 7
13715 _-28
14 14

Discriminante
Denominamos discriminante o radical b® - 4ac que é representado pela letra grega T (delta).

f=b —dar
Podemos agora escrever deste modo a formula de Bhaskara:
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— bR
e ———
2a
De acordo com o discriminante, temos trés casos a considerar:

1° Caso: O discriminante é positivo Il"i“ 2 D:I .

O valor de “J'E é real e a equacéo tem duas raizes reais diferentes, assim representadas:
L —h+afA o —h—AfA
= " r=—_""-
2a 2ot

Exempilo:
Para quais valores de k a equagédo x2 - 2x + k- 2 = 0 admite raizes reais e desiguais?

Solucéao

Para que a equacdo admita raizes reais e desiguais, devemos ter A

B —dac >0
(-2 —4.1.k-21>0
4-4k+8 >0
—di+12 >0 —» Multiplicamos ambos o= membros por -1.
4 -12 <0
4k <12
k<3
Logo, os valores de k devem ser menores que 3.

2° Caso: O discriminante é nulo Il"i" - U:I'

Ovalorde V& énuloea equagdo tem duas raizes reais e iguais, assim representadas:
- b

=X = —

2

Exemplo:
Determine o valor de p, para que a equacao x2 - (p - 1) x + p-2 = 0 possua raizes iguais.
Solucéo

Para que a equacéo admita raizes iguais é necessario que A=10

B* ~dac =10

[z -1F-4.1(p-2)=0
pi-2p+1-4p+8=0

pi-tp+9=0
(p-3) =0
p=3

Logo, o valorde p é 3.
3° Caso: O discriminante é negativo [‘ﬁ < DII.

O valor de V£ nao existe em IR, ndo existindo, portanto, raizes reais. As raizes da equacao
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sdo namero complexos.

Exemplo:
e Para quais valores de m a equacgédo 3x2 + 6x +m = 0 ndo admite nenhuma raiz real?
Solugéo
Para que a equacéo ndo tenha raiz real devemos ter LT

B2 —dac <0

62 -4 3m< 0
36-12m < 0

—12m < —36 — Multiplicamos ambos os membros por -1

12m > 36
oy s

Logo, os valores de m devem ser maiores que 3.
Resumindo
Dada a equacado ax2 + bx + ¢ =0, temos:

Para &> 0 , @ equacdo tem duas raizes reais diferentes.
Para =10 , @ equacado tem duas raizes reais iguais.
Para & <10 , @ equacédo nao tem raizes reais.

RELACOES ENTRE OS COEFICIENTES E AS RAIZES
Considere a equacéao ax’+bx+c=0,coma *0e sejam x'e X" as raizes reais dessa equacao.

_—h+aJA o -bafA
s —— £ S —
Logo: 2 2a

Observe as seguintes relagdes:
e Somadas raizes (S)

pppi bR cb- A b JR-b-JE -1 _-b
2ut 2 2 Fa

S=x%x''= —
i

e Produto das raizes (P)
T R e Y et S B Y /S
2 2et 4’ 4a’ 4a’
Como &= 5" —dac ,temos:
x'_x"=bj —@;3 —4.::.:::1 _ B - +dar 4 _c
A ® 4’ 42° a

Denominamos essas relacdes de relacdes de Girard. Verifique alguns exemplos de aplicacao
dessas relacoes.

e Determine a soma e o produto das raizes da equagao 10x*> +x-2=0.
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Solucéo
Nesta equacéo, temos: a=10, b=1 e c=-2.
b c
A somadasraizes éiguala . O produto das raizes é iguala &
| 2. 2 |
Assim: 10 Assim: 104 5

Determine o valor de k na equacéo X2 + (2k - 3)x + 2 = 0, de modo que a soma de suas raizes seja
igual a 7.
Solucéo
Nesta equacéo, temos: a=1, b=2k e c=2.
S= X1+ Xo = 7
o b (2k -3
e 1

Logo, o valor de k é -2.

=T=-2k+3=T=2-2k=7T-1=-k=4=k=-1

Determine o valor de m na equagéo 4% - 7x +3m = 0, para que o produto das raizes seja igual a -2.
Solucéo
Nesta equacéo, temos: a=4, b=-7 e c=3m.

P= X1. Xo= -2
3 g
I YO T .
it 4 3

8

Logo, ovalordemé 3.
Determine o valor de k na equacéao 15x* + kx + 1 =0, para que a soma dos inversos de suas raizes
seja igual a 8.

Solucéo
Considere x; € X, as raizes da equacao.

1 1

—_—t

: . x x
A soma dos inversos das raizes corresponde a ' 2

Assim:

1 1 Xt x5 aerace das raizes
—+—=i=———=8= -
n X XX, Produte das raizes

Ve
CH S Y Tl S
@ e 1

Logo, o valor de k é -8.

=18

Determine os valores de m para os quais a equacao ( 2m - 1) X2 + (3m-2)x+m+2=0admita:
a) raizes simétricas;
b) raizes inversas.

Solucéo
Se as raizes sdo simétricas, entdo S=0.
5= j:M=D:&-—3m+E=D
a 2 —1
— G =2
2
M= —
3
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Se as raizes sdo inversas, entdo P=1.

Pt 2= omo1
a 2m-1

m-2m=-1-2

-t =-3

m =3

COMPOSICAO DE UMA EQUACAO DO 2° GRAU, CONHECIDAS AS RAIZES
Considere a equacéo do 2° grau ax’ +bx+c=0.

Dividindo todos os termos por a I:a = D;I

, Obtemos:
2

bx «© b e

B2y = ¥ x+— =0
i b i e
C

-—=5 & —-=F

Como a , podemos escrever a equacdo desta maneira.
IX*-Sx+P=0

Exemplos:
Componha a equacéo do 2° grau cujas raizes sdo -2 e 7.
Solucéo

A soma das raizes corresponde a:

S=X;+X,=-2+7=5

O produto das raizes corresponde a:

P:X1.X2:(-2).7:-14

A equagéo do 2° grau é dada por x?- Sx + P =0, onde S=5 e P=-14.
Logo, x° - 5x - 14 = 0 é a equacao procurada.

Formar a equacéo do 2° grau, de coeficientes racionais, sabendo-se que uma das raizes é L+ \E
Solucéo

Se uma equacéao do 2° grau, de coeficientes racionais, tem uma raiz 1+ “-E a outra raiz
sera 1~ “E.

b+ A e -
2a 2a

Lembre—se que: x'=

Assim:

x=1+3 %, =1-3
S=(1+B[1-43]=  8=2
P=[14+3)1-43) =  P=1-3=-2

Logo, X* - 2x - 2 = 0 é a equac&o procurada.

5. RAZOES/PROPORCOES

Razdes
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Vamos considerar um carro de corrida com 4m de comprimento e um kart com 2m de
comprimento. Para compararmos as medidas dos carros, basta dividir o comprimento de um deles

pelo outro. Assim:

_=2

2 (o tamanho do carro de corrida é duas vezes o tamanho do kart).

1

Podemos afirmar também que o kart tem a metade (2] do comprimento do carro de corrida.
A comparacao entre dois nUmeros racionais, através de uma divisédo, chama-se razao.

1
Arazdo & pode também ser representada por 1:2 e significa que cada metro do kart

corresponde a 2m do carro de corrida.
Denominamos de razdo entre dois nimeros a e b (b diferente de zero)

i
0 quociente & ou ab.
A palavra razéo, vem do latim ratio, e significa "divisdo". Como no exemplo anterior, sdo
diversas as situacBes em que utilizamos o conceito de razdo. Exemplos:

- Dos 1200 inscritos num concurso, passaram 240 candidatos.

Raz&o dos candidatos aprovados nesse concurso:
240:1200 = & = l
1200 5

“-.._\_,_,-'?'
240 (de cada 5 candidatos inscritos, 1 foi aprovado).

- Para cada 100 convidados, 75 eram mulheres.
Razao entre o nimero de mulheres e o nimero de convidados:

25

75100 = E: Kl
mo 4

=
' (de cada 4 convidados, 3 eram mulheres).

Observacdes:
1) A razao entre dois humeros racionais pode ser apresentada de trés formas. Exemplo:
1

Razdoentreled: 1:4 ou 4 ou 0,25.
2) A razédo entre dois nimeros racionais pode ser expressa com sinal negativo, desde que

seus termos tenham sinais contrarios. Exemplos:

-1
Arazdoentre le-8¢é 2 .
-1
5 -4
-1 1 1 5
— e - Z
Arazdo entre 4 ¢ 4

Termos de umarazéao
Observe a razao:

&
aih=—
(Ié-se "a esta para b" ou "a para b").
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ot

Na razdo a:b ou # , 0 nimero a é denominado antecedente e o nimero b é
denominado consequente. Veja o exemplo:

2 — O antecedents é 3.
35 = 5 —» O conseduente & 5.
Leitura da razéo: 3 esta para 5 ou 3 para 5.

Razdes inversas

wh | s
3 1]
s Lh

Considere as razdes

wh | s

]
—=1
Observe que o produto dessas duas razdes € igual a 1, ou seja, 4
4 5

— e =
Nesse caso, podemos afirmar que o 4 sgorazbes inversas.
Duas razb6es sdo inversas entre si quando o produto delas é igual a 1.
Exempilo:
3 7 27
— £ — - —=1
7 3 sHo razdes inversas, pois L

Verifigue que nas razdes inversas o antecedente de uma é o consequente da outra, e vice-
versa.

Observacoes:

1) Uma razéo de antecedente zero ndo possui inversa.

2) Para determinar a razdo inversa de uma razéo dada, devemos permutar (trocar) os seus termos.
2,5

Exemplo: O inverso de 5 2,

Razbes equivalentes
Dada uma razéo entre dois nUmeros, obtemos uma razdo equivalente da seguinte maneira:

Multiplicando-se ou dividindo-se os termos de uma razdo por um mesmo
numero racional (diferente de zero), obtemos uma razao equivalente.
Exemplos:

¥ 2
T

5 10 5
& 12 & 12

sdo razdes equivalentes.

3 15 . 3
27 a7
sdo razdes equivalentes.

Razb6es entre grandezas da mesma espécie

O conceito é o seguinte:

Denomina-se razao entre grandezas de mesma espécie o quociente entre 0s
ndmeros que expressam as medidas dessas grandezas numa mesma unidade.

Exemplos:
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1) Calcular a razéo entre a altura de dois andes, sabendo que o primeiro possui uma altura h;=
1,20m e o segundo possui uma altura h,= 1,50m. A razao entre as alturas h; e h, é dada por:

B 1200 12 4

B, 150pf 15 5

2) Determinar a razao entre as areas das superficies das quadras de volei e basquete, sabendo
gue a quadra de volei possui uma area de 162m’ e a de basquete possui uma area de 240m?.

A 162 162 27

Razao entre as area da quadra de vblei e basquete: 4, 240}}’;7 240 40 .

Razb6es entre grandezas de espécies diferentes

O conceito é o seguinte:
Para determinar a razdo entre duas grandezas de espécies diferentes, determina-se
0 quociente entre as medidas dessas grandezas. Essa razao deve ser
acompanhada da notac&o que relaciona as grandezas envolvidas.

Exemplos:

1) Consumo médio:
- Beatriz foi de S&o Paulo a Campinas (92Km) no seu carro. Foram gastos nesse percurso 8 litros de
combustivel. Qual a razéo entre a distancia e o combustivel consumido? O que significa essa
razdo? Solucgéo:

B St

Razao =

Razéo = 11.5&mi & (Ié-se "11,5 quilébmetros por litro").
Essa razao significa que a cada litro consumido foram percorridos em média 11,5 km.

2) Velocidade média:
- Moacir fez o percurso Rio-Sao Paulo (450Km) em 5 horas. Qual a razdo entre a medida dessas
grandezas? O que significa essa razao?
Solucéo:

0% _ o0 kot 1

Razéo =
Razédo = 90 km/h (Ié-se "90 quildmetros por hora™).
Essa razao significa que a cada hora foram percorridos em média 90 km.

3) Densidade demografica:
- O estado do Ceard no ultimo censo teve uma populagéo avaliada em 6.701.924 habitantes. Sua
area é de 145.694 km®. Determine a razdo entre o niimero de habitantes e a area desse estado. O
que significa essa razao?
Solucéo:
6.701.924 hab

Razdo = 145.6%4 jowf

Raz&o = 46 hab/km® (Ié-se "46 habitantes por quildbmetro quadrado™).
Essa razéo significa que em cada quildmetro quadrado existem em média 46 habitantes.

=46 habiion

4) Densidade absoluta ou massa especifica:
- Um cubo de ferro de 1cm de aresta tem massa igual a 7,8g. Determine a raz&o entre a massa e o
volume desse corpo. O que significa essa razao?
Solucéo:
Volume = 1cm . 1cm . 1cm = lcm®

182 78 e

3

Razdo = lcw
Razéo =7,8 g/cm3 (Ié-se "7,8 gramas por centimetro cubico").
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Essa razéo significa que 1cm?® de ferro pesa 7,8g.

Proporcdes

Rogerido e Claudinho passeiam com seus cachorros. Rogerido pesa 120kg, e seu cdo, 40kg.
Claudinho, por sua vez, pesa 48kg, e seu céo, 16kg.
Observe a razéo entre o peso dos dois rapazes:

Observe, agora, a razao entre o peso dos cachorros:
i

T Ty
A0kg

16kg
—

=
Verificamos que as duas razfes sao iguais. Nesse caso, podemos afirmar que a
120 40

igualdade 48 16 ¢ umaproporc¢ao. Assim:
Proporcéo é uma igualdade entre duas razdes.

k]
2

Elementos de uma proporcéo
Dados quatro nimeros racionais a, b, c, d, ndo-nulos, nessa ordem, dizemos que eles formam uma
proporcao quando a razdo do 1° para o 2° for igual & razéo do 3° para o 4°. Assim:

) [

& d ou ab=cd
(Ié-se "a esta para b assim como c esté para d")
Os ndmeros a, b, c e d sdo os termos da proporcao, sendo:
- b e c os meios da proporgéo.
- aedos extremos da proporgéo.

a'h=¢d : Weins
heios I i
Extremos Extremos
Exempilo:
327

Dada a proporcao 4 36 , temos:
Leitura: 3 esta para 4 assim como 27 esta para 36.
Meios: 4 e 27 Extremos: 3 e 36

Propriedade fundamental das propor¢des
Observe as seguintes proporgoes:

E _ E Produto dos meios = 4.30 =120
4 - 40 Produto dos extremos = 3.40 = 120
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i _ % Produto dos meios = 9.20 = 180
9 45 Produto dos extremos = 4.45 = 180
E _ E Produto dos meios = 8.45 = 360
a2 79 Produto dos extremos = 5.72 = 360
De modo geral, temos que:
a4 o
E =— & ad=br

Dai podemos enunciar a propriedade fundamental das proporc¢des:
Em toda proporgao, o produto dos meios € igual ao produto dos extremos.

Aplicacdes da propriedade fundamental

Determinacéo do termo desconhecido de uma proporcéo
Exemplos:
- Determine o valor de x na proporgéo:

5 15

Boox

Solugéo:

5.x= 8.15 (aplicando a propriedade fundamental)
5.x = 120

120

]
X =24
Logo, o valor de x é 24.

X

- Determine o valor de x na proporgéo:
=3 4 -1
=—, sendo x2 —.
2x+1 4 2
Solugéo:
5.(-3) = 4. (2x+1) (aplicando a propriedade fundamental)
5x-15= 8x+4
5x-8x=4+15

-3x = 19
3x = -19

—15
X = 3

-1%
Logo, o valor de x é 3.

- Os nimeros 5, 8, 35 e x formam, nessa ordem, uma propor¢do. Determine o valor de x.

Solugéo:
535
8 x (aplicando a propriedade fundamental)
5.x=8.35
5x =280
260
r=—
]
X =56

Logo, o valor de x é 56.
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Resolucdo de problemas envolvendo proporcdes
Exemplo:

- Numa salina, de cada metro ctbico (m®) de agua salgada, séo retirados 40 dm?® de sal. Para
obtermos 2 m® de sal, quantos metros cuibicos de dgua salgada sdo necessarios?
Solugéo:

A quantidade de sal retirada é proporcional ao volume de agua salgada.

Indicamos por x a quantidade de agua salgada a ser determinada e armamos a proporcao:
1w _ Quantidade deagua salgada

A0dwm® Quantidade de sal
1 X
A0dw®  2m°
Lembre-se que 40dm?® = 0,04m?.
1 X
R
0,0d”  2im (aplicando a propriedade fundamental)
1.2 =0,04.x%
0,04x =2
2
r=—
0,04
x =50 m®

Logo, sdo necessarios 50 m® de agua salgada.

Quarta proporcional

Dados trés nimeros racionais a, b e ¢, ndo-nulos, denomina-se quarta proporcional desses
nameros um ndmero X tal que:

[
X

o | B

Exemplo:
- Determine a quarta proporcional dos nimeros 8, 12 e 6.
Solugéo: Indicamos por x a quarta proporcional e armamos a proporgao:

a6
12 x

(aplicando a propriedade fundamental)
8.x 12.6
8.x 72

r=

-
© DGlM no

X =
Logo, a quarta proporcional é 9.
Proporcéo continua
9 _12
Considere a seguinte propor¢ao: 12 16

Observe gue os seus meios sdo iguais, sendo, por isso, denominada proporg¢éo continua.
Assim:

Proporcao continua é toda a proporgdo que apresenta 0s meios iguais.
De um modo geral, uma propor¢éo continua pode ser representada por:
a b

b ¢
Terceira proporcional

Dados dois numeros naturais a e b, ndo-nulos, denomina-se terceira proporcional desses
nameros o nimero X tal que:
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o | B
| o

Exemplo:

Determine a terceira proporcional dos numeros 20 e 10.

Solucéo

Indicamos por x a terceira proporcional e armamos a proporcéo:
20 10

L (aplicando a propriedade fundamental)
20.x = 10.10

20x =100
100

r=—
20
X=5
Logo, a terceira proporcional é 5.

Média geométrica ou média proporcional
a b

Dada uma proporcao continua & ¢ onumero b é denominado média
geométrica ou média proporcionalentre a e c. Exemplo:
- Determine a média geométrica positiva entre 5 e 20.

Solucéo:

SR

& 20
5.20 =b.b
100 = b?

b? = 100

b= 100

b =10

Logo, a média geométrica positiva é 10.
Propriedades das proporc¢des

12 propriedade:

Numa proporcéo, a soma dos dois primeiros termos esta para o0 2° (ou 1°) termo,
assim como a soma dos dois Ultimos esta para o 4° (ou 3°).

Demonstracéo
Considere as proporc¢des:
a ¢ b d
b d c
Adicionando 1 a cada membro obtemos:
a C
= = _ b b
= —+1 LR
a C
E+Ei = E+E b oa d ¢
b b d o —t—=—+-
@ a coc
Tth  c+d at+d  c+d
- = 7 @ C
Exempilo:

PROF. ME. JAMUR SILVEIRA



WWW.PROFESSORJAMUR.COM.BR

3

| e

- Determine x e y na proporcao

, sabendo que x+y=84.
Solucéo:

¥ 4

| e
I

Assim:
54 _ g _ 24 4 _
5 T3 T YT T
Xty =84 => x=84-y => x=84-48 => x=36.
Logo, x=36 e y=48.

43

22 propriedade:
Numa proporcéo, a diferenca dos dois primeiros termos esta para o 2° (ou 1°)
termo,

assim como a diferenca dos dois Ultimos esta para o0 4° (ou 3°).
Demonstracéao
Considere as proporc¢des:

b

LS e
| e
©y | e

2 1= b .2
b o c e
cz_f:'_c:_a" f:'_cz_cf_c
b d d a a ¢ ¢
b—a d-c
a-b _c-d @ £ (Mult. os 2 membros
A d or -1)
a—b c—d
] o
Exemplo:
x 5
- Sabendo-se que x-y=18, determine x e y na propor¢do + 2
Solucéo:
Pela 22 propriedade temos que:
x 3 X—y 5H-2 18 = 18.2
_ = - = = = — = :5}.?:—:12
y 2 ¥ 2 y oz

x-y =18 => x=18+y => x=18+12 => x=30.
Logo, x=30 e y=12.

32 propriedade:
Numa proporcao, a soma dos antecedentes esta para a soma dos consequentes,
assim como cada antecedente esta para 0 seu consequente.
Demonstracéao
Considere a proporg¢éo:
e S

b d
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Permutando os meios, temos:
e &

c o
Aplicando a 12 propriedade, obtemos:
at+c  b+d

c o
Permutando os meios, finalmente obtemos:

&+ _

£
b+d d

ad
b

42 propriedade:
Numa proporg¢éo, a diferenca dos antecedentes esta para a diferenca dos

consequentes,
assim como cada antecedente esta para 0 seu consequente.
Demonstracao
Considere a proporgéo:
@
b d
Permutando os meios, temos:
a b
c o
Aplicando a 22 propriedade, obtemos:
a-c  b-d
e o
Permutando os meios, finalmente obtemos:
a—-¢c
b—d ] b
Exemplo:
a &
- Sabendo que a-b = -24, determine a e b na proporgéo 5 7,
Solucéo:
Pela 42 propriedade, temos que:
a-b a b
a-7 a7
— 24 a a9.(—24
— = — = a= ( :I=>cz:50
o 5 -
—24 b F(=24

52 propriedade:
Numa proporcéo, o produto dos antecedentes esta para o produto dos consequentes,
assim como o quadrado de cada antecedente esta para quadrado do seu
consequente.
Demonstracéao
Considere a proporg¢éo:
a

5 d
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Multiplicando os dois membros por & | temos:
2

I B a” _a.c
b db B bd
Assim:
@& a’ _ ?
bd B d°
Observacao: a 52 propriedade pode ser estendida para qualquer nimero de razdes. Exemplo:
ace a o &

bd. f ¥ & 5

Proporcédo multipla
Denominamos proporcdo multipla uma série de razdes iguais. Assim:
2 4 6

5 1':' 15 € uma proporc¢é&o multipla.
@ ¢ 8

Dada a série de razfes iguais bod f , de acordo com a 32 e 42 propriedade, podemos
escrever:

a+o+e —E—E—E
E+d+f B d fF
a+c—e:£:£:i
b+d-f b d f
ot C+E—f—£—i
b—d+f & d f
a-c—e _a_c_¢g
b—d-F b d f

6. REGRA DE TRES SIMPLES E COMPOSTA

Regra de trés simples:

Regra de trés simples € um processo pratico para resolver problemas que envolvam quatro valores
dos quais conhecemos trés deles. Devemos, portanto, determinar um valor a partir dos trés ja
conhecidos.
Passos utilizada numa regra de trés simples:
- Construir uma tabela, agrupando as grandezas da mesma espécie em colunas e mantendo na
mesma linha as grandezas de espécies diferentes em correspondéncia.
- Identificar se as grandezas sdo diretamente ou inversamente proporcionais.
- Montar a proporcao e resolver a equagao.
Exempilos:

a) Se 8m de tecido custam 156 reais, qual o preco de 12 m do mesmo tecido?
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Tecido(m) Preco
8 156
L12 X |,

Observe que as grandezas séo diretamente proporcionais, aumentando o metro do tecido aumenta
na mesma proporgao o prego a ser pago.

b) Um carro, a velocidade de 60km/h, faz certo percurso em 4 horas. Se a velocidade do carro
fosse de 80km/h, em quantas horas seria feito 0 mesmo percurso?

Regra de Trés Composta:

A regra de trés composta é utilizada em problemas com mais de duas grandezas, direta ou
inversamente proporcionais.
Exemplo:
a) Em 8 horas, 20 caminhdes descarregam 160m?3 de areia. Em 5 horas, quantos caminhdes
serao necessarios para descarregar 125ms3?

Horas Caminhoes Volume
8 20 160
5 x 125,
w0

MATEMATICA FINANCEIRA:
7. PORCENTAGENS

Porcentagens

As fracdes (ou razbes) que possuem denominadores (o0 nimero de baixo da fra¢do) iguais a 100, sédo
conhecidas por razdes centesimais e podem ser representadas pelo simbolo "%".
O simbolo "%" é lido como "por cento”. "5%" Ié-se "5 por cento”. "25%" |é-se "25 por cento".

S 1

i
O simbolo "%" significa centésimos, assim "5%" € uma outra forma de se escrever 0,05, 100 ou 20
por exemplo.

Veja as seguintes razdes:
1 17 41 Fild,

100 100 100 100

Podemos representéa-las na sua forma decimal por:
0,01; o,1v; 0,41; 0,70

E também na sua forma de porcentagens por:

1%, 17%, 41%, 70%

Como calcular um valor percentual de um nimero?
Agora que temos uma visao geral do que é porcentagem, como calcular quanto é 25% de 200?
Multipligue 25 por 200 e divida por 100:
25 - _

o0 — o0
Se vocé achar mais facil, vocé pode simplesmente multiplicar 25% na sua forma decimal, que é 0,25
por 200:
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0,26 . 200 = 50

Assim temos:
4% de 32 = 0,04 .32=1,28
15% de 180 = 0,15. 180 =27
18% de 150 = 0,18 . 150 = 27

35% de 126 = 0,35.126 = 44,1

100% de 715 = 1,00.715=715

115% de 60 = 1,15.60 =69

200% de 48 = 2,00.48 =96
Repare que no quinto item, 100% de 715 corresponde ao proprio 715, isto ocorre porque 100%
representa o todo, ocorre porque 100% ¢é a razdo de 100 para 100 (100 : 100) que é igual a 1. Por
isto 100% de um ndmero x € o préprio niUmero x, ja que o estaremos multiplicando por 1, para
sabermos o valor da porcentagem.
Analisando os itens de 1 a 4, podemos também perceber que quando o percentual € menor 100%, o
namero resultante serd menor que o nimero original. Nos itens 6 e 7 percebemos que o resultado é
maior que o nimero original. Isto ocorre porque o percentual € maior que 100%.
Nos itens 2 e 3 observamos que 15% de 180 é igual a 18% de 150. a% de b é igual a b% de a. Isto é
devido & propriedade comutativa da multiplicacdo que dizquea.b =b . a.

Como transformamos uma razdo ou fragdo em porcentagem?

Vimos que razdes centesimais sdo um tipo especial de razdo, cujo consequente € igual a cem e
podem facilmente ser expressas na forma de porcentagem, simplesmente se eliminando o
consequente ou denominador cem e inserindo o simbolo de porcentagem apés o antecedente ou
numerador. Por exemplo:

%ﬁa%

15 : 100 = 15%
Mas como transformamos a razdo 3 : 15 em porcentagem?
Simplesmente realizando a divisdo, encontrando assim o valor da razdo, multiplicando-o por 100 e
inserindo o simbolo de porcentagem a sua direita, ou seja, multiplicamos por 100%:
3:15 = 0,2 =20%
Talvez vocé ndo tenha percebido, mas podemos utilizar a transformacédo de uma razdo em
porcentagem para calcular quantos por cento um numero € de outro. Neste nosso
exemplo 3 € 20% de 15.

Dezoito é quantos por cento de quarenta e cinco?

B oo o04 =04 . 100% = 40%

Para que serve o célculo da porcentagem?

Razbes sdo utilizadas para podermos comparar grandezas e em sendo a porcentagem uma razao, é
exatamente esta a utilidade da porcentagem.

Digamos que a populagdo de uma cidade A cresceu de 100 mil para 125 mil em dez anos. Sabemos
também que no mesmo periodo, a populacdo da cidade B passou de 40 mil para 50 mil habitantes.
Qual das cidades teve um aumento populacional maior?

Aumento populacional da cidade A em porcentagem:

({29000 _ 1) . 100% = 25%
Aumento populacional da cidade B em porcentagem:
(39998 _ 1) L 10% = 5%

Segundos os célculos realizados acima, percebemos que embora a populagdo da cidade A seja
muito maior que a outra, 0 aumento percentual das duas popula¢des foi 0 mesmo.

Veja também que a razdo da populacdo atual para a populagdo de 10 anos atras, de ambas as
cidades é a mesma, uma outra prova de que o crescimento foi proporcionalmente 0 mesmo:

125000 : 100000 = 50000 : 40000 = 1,25
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8. JUROS SIMPLES

Juros

Juros representam a remuneracdo do Capital empregado em alguma atividade produtiva. Os
juros podem ser capitalizados segundo dois regimes: simples ou compostos.

JUROS SIMPLES: o juro de cada intervalo de tempo sempre € calculado sobre o
capital inicial emprestado ou aplicado.

JUROS COMPOSTOS: o juro de cada intervalo de tempo é calculado a partir do saldo
no inicio de correspondente intervalo. Ou seja: o juro de cada intervalo de tempo é
incorporado ao capital inicial e passa a render juros também.

O juro é aremuneracao pelo empréstimo do dinheiro. Ele existe porque a maioria das pessoas
prefere o consumo imediato, e esté disposta a pagar um preco por isto. Por outro lado, quem for
capaz de esperar até possuir a quantia suficiente para adquirir seu desejo, e neste interim estiver
disposta a emprestar esta quantia a alguém, menos paciente, deve ser recompensado por esta
abstinéncia na propor¢éo do tempo e risco, que a operacao envolver. O tempo, 0 risco e a
quantidade de dinheiro disponivel no mercado para empréstimos definem qual devera ser a
remuneragéo, mais conhecida comotaxa de juros.

Quando usamos juros simples e juros compostos?

A maioria das operacdes envolvendo dinheiro utiliza juros compostos. Estéo incluidas: compras a
médio e longo prazo, compras com cartdo de crédito, empréstimos bancarios, as aplicacdes
financeiras usuais como Caderneta de Poupanca e aplicagfes em fundos de renda fixa, etc.
Raramente encontramos uso para o regime de juros simples: € o caso das operacdes de curtissimo
prazo, e do processo de desconto simples de duplicatas.

Taxa de juros

A taxa de juros indica qual remuneracao sera paga ao dinheiro emprestado, para um determinado
periodo. Ela vem normalmente expressa da forma percentual, em seguida da especificagdo do
periodo de tempo a que se refere:
8 % a.a. - (a.a. significa ao ano).
10 % a.t. - (a.t. significa ao trimestre).

Outra forma de apresentacéo da taxa de juros € a unitaria, que € igual a taxa percentual dividida
por 100, sem o simbolo %:
0,15 a.m. - (a.m. significa ao més).
0,10 a.g. - (a.g. significa ao quadrimestre)

JUROS SIMPLES

O regime de juros sera simples quando o percentual de juros incidir apenas sobre o valor principal.
Sobre os juros gerados a cada periodo ndo incidirdo novos juros. Valor Principal ou simplesmente
principal é o valor inicial emprestado ou aplicado, antes de somarmos os juros. Transformando em
férmula temos:

Onde:
J =juros
C = principal (capital)
i = taxa de juros
n = nimero de periodos
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Exemplo: Temos uma divida de R$ 1000,00 que deve ser paga com juros de 8% a.m. pelo regime
de juros simples e devemos paga-la em 2 meses. Os juros que pagarei serao:
J=1000x 0.08 x 2 =160

Ao somarmos os juros ao valor principal temos o montante.

Montante = Principal + Juros

Montante = Principal + ( Principal x Taxa de juros x NUmero de periodos )

M=C.(1+(i.n))

Exemplo: Calcule o montante resultante da aplicacao de R$70.000,00 a taxa de 10,5% a.a. durante
145 dias.

SOLUCAO:

M=C.(1+(.n))

M = 70000 [1 + (10,5/100).(145/360)] = R$72.960,42

Observe que expressamos a taxa i e o periodo n, na mesma unidade de tempo, ou seja, anos. Dai
ter dividido 145 dias por 360, para obter o valor equivalente em anos, ja que um ano comercial possui
360 dias.

Exercicios sobre juros simples:

1) Calcular os juros simples de R$ 1200,00 a 13 % a.t. por 4 meses e 15 dias.
0.13/6 =0.02167

logo, 4m15d = 0.02167 x 9 = 0.195

j=1200 x 0.195 =234

2 - Calcular os juros simples produzidos por R$40.000,00, aplicados a taxa de 36% a.a.,
durante 125 dias.

Temos: J =C.i.n

A taxa de 36% a.a. equivale a 0,36/360 dias = 0,001 a.d.

Agora, como a taxa e o periodo estéo referidos & mesma unidade de tempo, ou seja, dias,
poderemos calcular diretamente:

J =40000.0,001.125 = R$5000,00

3 - Qual o capital que aplicado a juros simples de 1,2% a.m. rende R$3.500,00 de juros em 75
dias?

Temos imediatamente: J = C.i.n ou seja: 3500 = C.(1,2/100).(75/30)

Observe que expressamos a taxa i e o periodo n em relacdo a mesma unidade de tempo, ou seja,
meses. Logo,

3500 =C. 0,012.2,5=C. 0,030; Dai, vem:

C =3500/ 0,030 = R$116.666,67

4 - Se ataxa de uma aplicagao é de 150% ao ano, quantos meses serao necessarios para
dobrar um capital aplicado através de capitalizagédo simples?

Objetivo: M =2.C
Dados: i = 150/100 = 1,5
Formula: M =C (1 +i.n)
Desenvolvimento:
2P=C(1+1,5n)
2=1+15n
n = 2/3 ano = 8 meses

9. JUROS COMPOSTOS
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O regime de juros compostos é 0 mais comum no sistema financeiro e portanto, o mais Util
para célculos de problemas do dia-a-dia. Os juros gerados a cada periodo sao incorporados ao
principal para o céalculo dos juros do periodo seguinte.

Chamamos de capitalizacdo o0 momento em que 0s juros séo incorporados ao principal.

ApOs trés meses de capitalizacéo, temos:
1°més: M =C.(1 +1i)
2° més: o principal é igual ao montante do més anterior: M=C x (1 +i) x (1 +1)
3° més: o principal é igual ao montante do més anteriorr M=Cx (L +i)x (L +i)x (1 +1)
Simplificando, obtemos a férmula:

M=C.(@1+ i)

Importante: a taxa i tem que ser expressa ha mesma medida de tempo de n, ou seja, taxa de juros
ao més para n meses.
Para calcularmos apenas os juros basta diminuir o principal do montante ao final do periodo:

J=M-C

Exemplo:
Calcule o montante de um capital de R$6.000,00, aplicado a juros compostos, durante 1 ano, a taxa
de 3,5% ao més.
(use log 1,035=0,0149 e log 1,509=0,1788)
Resolucéo:
C = R$6.000,00
t=1ano =12 meses
i=3,5%am.=0,035
M=7?

Usando a formula M=C.(1+i)", obtemos:

M = 6000.(1+0,035212 = 6000. (1,035)"

Fazendo x =1,0357 e aplicando logaritmos, encontramos:

log x = log 1,035 => logx=121log 1,035 => logx=0,1788 => x=1,509
Entdo M =6000.1,509 = 9054.

Portanto o montante é R$9.054,00

Relacéo entre juros e progressodes
No regime de juros simples:
M(n)=C+nrC

No regime de juros compostos:
M(n)=C.(1+r)"
Portanto:
num regime de capitalizacédo a juros simples o saldo cresce em progressao aritmética
num regime de capitalizacdo a juros compostos o saldo cresce em progressdo geomeétrica

TAXAS EQUIVALENTES
Duas taxas i; e i, sdo equivalentes, se aplicadas ao mesmo Capital P durante o mesmo periodo de
tempo, através de diferentes periodos de capitalizacdo, produzem o mesmo montante final.
Seja o capital P aplicado por um ano a uma taxa anual i, .
O montante M ao final do periodo de 1 ano serdigualaM =P(1 +i,)
Consideremos agora, 0 mesmo capital P aplicado por 12 meses a uma taxa mensal iy, .
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e O montante M’ ao final do periodo de 12 meses sera igual a M’ = P(1 + i)™ .
Pela definicdo de taxas equivalentes vista acima, deveremos ter M = M’.
Portanto, P(L + iy) = P(1 + im)™
Dai concluimos que 1 + iy = (1 +iy)*
Com esta férmula podemos calcular a taxa anual equivalente a uma taxa mensal conhecida.
Exemplos:
1 - Qual ataxa anual equivalente a 8% ao semestre?
Em um ano temos dois semestres, ent&o teremos: 1 + i, = (1 + is)°
1+i,=1,08
ia = 0,1664 = 16,64% a.a.

2 - Qual a taxa anual equivalente a 0,5% ao més?
1+ia= (L1 +im)”

1 +i, = (1,005)"

ia=0,0617 =6,17% a.a.

TAXAS NOMINAIS
A taxa nominal é quando o periodo de formagé&o e incorporagéo dos juros ao Capital ndo coincide
com aquele a que a taxa esta referida. Alguns exemplos:
- 340% ao semestre com capitalizagdo mensal.
- 1150% ao ano com capitalizacdo mensal.
- 300% ao ano com capitalizacao trimestral.

Exemplo:
Uma taxa de 15 % a.a., capitalizacao mensal, tera 16.08 % a.a. como taxa efetiva:
15/12 = 1,25 1,0125%=1,1608

TAXAS EFETIVAS
A taxa Efetiva é quando o periodo de formacéo e incorporacéo dos juros ao Capital coincide com
aquele a que a taxa esta referida. Alguns exemplos:
- 140% ao més com capitalizacdo mensal.
- 250% ao semestre com capitalizacdo semestral.
- 1250% ao ano com capitalizacdo anual.
Taxa Real: é a taxa efetiva corrigida pela taxa inflacionaria do periodo da operacéo.

10. FUNCOES

Uma relacdo estabelecida entre dois conjuntos A e B, onde exista uma associacao entre cada
elemento de A com um Unico de B através de uma lei de formacgéo é considerada uma funcao.
Observe o exemplo:
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O estudo das funcdes se apresenta em varios segmentos, de acordo com a relacdo entre os
conjuntos podemos obter inimeras leis de formacgéo. Dentre os estudos das fungdes temos: funcao
do 1° grau, fungdo do 2° grau, funcao exponencial, fungdo modular, fungdo trigopnométrica, fungéo
logaritmica, fungdo polinomial. Cada funcéo possui uma propriedade e é definida por leis
generalizadas. As fungbes possuem representagcdes geométricas no plano cartesiano, as relages
entre pares ordenados (x,y) sdo de extrema importancia no estudo dos gréficos de funcdes, pois a
andlise dos graficos demonstram de forma geral as solu¢des dos problemas propostos com o uso de
relacdes de dependéncia, especificadamente, as fungdes.

As fungdes possuem um conjunto denominado dominio e outro chamado de imagem da fungéo, no
plano cartesiano o eixo x representa o dominio da fungdo, enquanto o eixo y representa os valores
obtidos em fun¢éo de x, constituindo a imagem da fun¢éo.

D Im

Um exemplo de relacdo de funcéo pode ser expresso por uma lei de formacdo que relaciona: o preco
a ser pago em funcdo da quantidade de litros de combustivel abastecidos. Considerando o preco da
gasolina igual a R$ 2,50, temos a seguinte lei de formag&o: f(x) = 2,50*x, onde f(x): preco a pagar e x:
quantidade de litros. Observe a tabela abaixo:

Litros(x) Precoapagarem RS (ffx))
1 2,

=
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(== = =]
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oo o oo o
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[ I SN B A S
.I-J‘O = |

o e ia

[
(=]
e

Verifique que para cada valor de x temos uma representacao em f(x), esse modelo € um tipico
exemplo de funcdo do 1° grau.
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Funcao de 1° Grau

Andlise da funcao de 1° grau através do estudo algébrico dessas funcfes e do estudo dos gréficos e
elementos que constituem esse conceito. Essa secao aborda conceitos de calculos algébricos,
representacdes gréficas, interpretacdes de um grafico e estudo das equacdes e inequacdes.

.

| _—Fungdo
grau

Gréfico de uma fungéo do 1° grau.

O estudo das funcdes € importante, uma vez que elas podem ser aplicadas em diferentes
circunstancias: nas engenharias, no calculo estatistico de animais em extingao, etc.

O significado de funcéo é intrinseco a matemaética, permanecendo o0 mesmo para qualquer tipo de
funcéo, seja ela do 1° ou do 2° grau, ou uma funcéo exponencial ou logaritmica. Portanto, a funcéo &
utilizada para relacionar valores numéricos de uma determinada expresséao algébrica de acordo com
cada valor que a variavel x assume.

Sendo assim, a fungdo do 1° grau relacionara os valores numéricos obtidos de expressdes algébricas
do tipo (ax + b), constituindo, assim, a fungéo f(x) = ax + b.

Note que para definir a fungdo do 1° grau, basta haver uma expresséao algébrica do 1° grau. Como
dito anteriormente, o objetivo da fung&o é relacionar para cada valor de x um valor para o f(x).
Vejamos um exemplo para a fungéo f(x)= x — 2.

x=1temosquef(l)=1-2=-1
x=4,temosquef(4)=4-2=2

Note que os valores numéricos mudam conforme o valor de x é alterado, sendo assim obtemos
diversos pares ordenados, constituidos da seguinte maneira: (X, f(x)). Veja que para cada coordenada

X, iremos obter uma coordenada f(x). Isso auxilia na construgdo de graficos das funcoes.

Portanto, para que o estudo das fun¢des do 1° grau seja realizado com sucesso, compreenda bem a
construcdo de um grafico e a manipulacéo algébrica das incAgnitas e dos coeficientes

Coeficiente Linear de uma Fungéo do 1° Grau
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As funges do tipo f(x) =y = ax + b, com a e b nUmeros reais e a # 0, sdo consideradas do 1° grau.
Ao serem representadas no plano cartesiano, constituem uma reta crescente ou decrescente. E no
caso de a = 0, a funcdo é chamada de constante.

Uma funcéo possui pontos considerados essenciais para a composicdo correta de seu grafico, e um
desses pontos é dado pelo coeficiente linear da reta representado na funcéo pela letra b, que indica
por qual ponto numeérico a reta intercepta o eixo das ordenadas (y).

Nas fungdes a seguir, observe o valor numérico do coeficiente linear e o grafico representativo da
funcéo:

y=x+1

b=1
2
1

2 -1 o 1 2
-1

y==x-1

=-1
2
1

y=2x+4
b=4
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y=2x-4
b=-4

y=6x-3
b=-3
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Funcao de 2° Grau

Funcdo
de 2°
\—/—Grau

Gréfico da Funcao de 2° Grau

Toda fungéo estabelecida pela lei de formacgao f(x) = ax® + bx + ¢, com a, b e ¢c nUmeros reais e a # 0,
€ denominada fun¢éo do 2° grau. Generalizando temos:

f:R — R tal que f{x) =ax? +bx+c,comacR ,becRccR.

As fungdes do 2° grau possuem diversas aplica¢des no cotidiano, principalmente em situacdes
relacionadas & Fisica envolvendo movimento uniformemente variado, langamento obliquo, etc.; na
Biologia, estudando o processo de fotossintese das plantas; na Administracdo e Contabilidade
relacionando as func¢des custo, receita e lucro; e na Engenharia Civil presente nas diversas
construcoes.

A representacdo geométrica de uma fungéo do 2° grau é dada por uma parabola, que de acordo com
o sinal do coeficiente a pode ter concavidade voltada para cima ou para baixo.
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ponto | mirmimo a<0
As raizes de uma funcado do 2° grau sdo os pontos onde a pardbola intercepta o eixo x. Dada a
funcéo f(x) = ax2 + bx + ¢, se f(x) = 0, obtemos uma equacéo do 2° grau, ax2 + bx + ¢ = 0, dependendo

do valor do discriminante ? (delta), podemos ter as seguintes situacdes graficas:

? >0, a equacao possui duas raizes reais e diferentes. A pardbola intercepta o eixo x em dois pontos

distintos.
¥

| "\/": .

? =0, a equacao possui apenas uma raiz real. A parabola intercepta o0 eixo x em um Unico ponto.

y

? <0, a equacado ndo possui raizes reais. A parabola n&o intercepta o eixo x.
l \/

Maximo e Minimo
Toda expresséo na formay = ax? + bx + c ou f(x) = ax®> + bx + c com a, b e ¢ numeros reais, sendo a #

0, é denominada funcédo do 2° grau. A representacao grafica de uma fungdo do 2° grau é dada
através de uma parabola, que pode ter a concavidade voltada para cima ou para baixo. Veja:
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a>0 ml_
! mirimo a<0

Para determinarmos o ponto maximo e o ponto minimo de uma funcédo do 2° grau basta calcular o
vértice da parabola utilizando as seguintes expressdes matematicas:

Xv=——
2a
Yv'-:—A
4a

O ponto mé&ximo e o ponto minimo podem ser atribuidos a véarias situacdes presentes em outras
ciéncias, como Fisica, Biologia, Administracdo, Contabilidade entre outras.

Fisica: movimento uniformemente variado, langamento de projéteis.
Biologia: na analise do processo de fotossintese.
Administracdo: Estabelecendo pontos de nivelamento, lucros e prejuizos.

Exemplos

1-Nafuncdoy=x2-2x+1,temosquea=1,b =-2e c=1. Podemos verificar que
a > 0, entdo a parabola possui concavidade voltada para cima possuindo ponto minimo. Vamos
calcular as coordenadas do vértice da parabola.

A F, ]
v=—— =——
v i Xv oy

2
Yy:—b —Aac Xv:—@

4a 2*1
poo CD 47171 Xv=1
B 4*1
y\,:_ﬂ

4

=0
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w

As coordenadas do vértice séo (1, 0).

2 —-Dadaafuncdoy=-x2-x + 3, temosquea=-1,b=-1ec=3. Temos a <0, entdo a parabola
possui concavidade voltada para baixo tendo um ponto maximo. Os vértices da parabola podem ser
calculados da seguinte maneira:

2_
gy B —dac P B
2a
. e
p CD-4CD*®) 4 1
4:(_1) 2.(_1)
5o L2 gL
—4 -2
13 el
LA 2
Fv=325 2yl
4l
.84
~2,5-2-1,5-1-0,5 [00,5 11,5

As coordenadas do vértice sdo (-0,5; 3,25).
Concluimos que o vértice da parabola deve ser considerado um ponto notavel, em razéo da sua

importancia na construcéo do grafico de uma funcéo do 2° grau e sua relacdo com os pontos de valor
maximo e minimo.
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Raizes da Funcao de 2° Grau

Determinar a raiz de uma funcéo é calcular os valores de x que satisfazem a equacéo do 2° grau ax?
+ bx + ¢ = 0, que podem ser encontradas através do Teorema de Bhaskara:

_—b+4JA

2a

X

NUmero de raizes reais da funcéo do 2° grau
Dada a fungéo f(x) = ax? + bx + ¢, existiro trés casos a serem considerados para a obtencdo do
namero de raizes. Isso dependera do valor do discriminante A.

1° caso — A > 0: A funcgao possui duas raizes reais e distintas, isto é, diferentes.

2° caso — A = 0: A fungao possui raizes reais e iguais. Nesse caso, dizemos que a fungao
possui uma Unica raiz.

3°caso — A < 0: A fungéo ndo possui raizes reais.

Soma e produto das raizes

Seja a equacéo, ax? + bx + ¢ = 0, temos que:

b
a

C
a pe

Se A 20, a soma das raizes dessa equagao é dada por e o produto das raizes por

fato, X’ e x” s&o as raizes da equagao, por isso temos:

f_—b+JZ
2a
_—b-+/A

2a

xl

Soma das raizes
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o —b+JA-b- /A

xX'+x
2a

XHx"= — b=n

2a
X —— 23

2a

X+x"=— 2

a

Produto das raizes

X" — (_b -+ '\/Z) * (_b i '\[E)
2a 2a

Efetuando a multiplicag&o, temos:

)
Aa?

Substituindo A por b? — 4ac, temos:

_ b2 —(b*—4ac)
- 4a?
b2 — b+ 4ac
4a?
4ac
4a?

x*x”

P

X* =

Apbs a simplificacédo, temos:

xexn=C
a

Funcéo Exponencial
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Toda relagédo de dependéncia, em que uma incognita depende do valor da outra, € denominada
funcéo. A funcdo denominada como exponencial possui essa relacdo de dependéncia e sua principal
caracteristica € que a parte variavel representada por x se encontra no expoente. Observe:

A lei de formacéo de uma fung¢éo exponencial indica que a base elevada ao expoente x precisa ser
maior que zero e diferente de um, conforme a seguinte notacéo:

f:R>Rtalquey=a*, sendoquea>0ea#1.

Uma funcédo pode ser representada através de um gréfico, e no caso da exponencial, temos duas
situacdes: a >0 e 0 <a < 1. Observe como os graficos sédo constituidos respeitando as condicdes
propostas:

a>0 O<a<1

Uma funcdo exponencial é utilizada na representacdo de situa¢cdes em que a taxa de variagdo &
considerada grande, por exemplo, em rendimentos financeiros capitalizados por juros compostos, no
decaimento radioativo de substéncias quimicas, desenvolvimento de bactérias e micro-organismos,
crescimento populacional entre outras situagdes. As fun¢des exponenciais devem ser resolvidas
utilizando, se necessério, as regras envolvendo potenciacao.

Vamos apresentar alguns exemplos envolvendo o uso de fun¢des exponenciais.

Exemplo 1

(Unit-SE) Uma determinada maquina industrial se deprecia de tal forma que seu valor, t anos apds a
sua compra, é dado por v(t) = vo * 2 %%, em que v, é uma constante real. Se, apés 10 anos, a
maéguina estiver valendo R$ 12 000,00, determine o valor que ela foi comprada.

Temos que v(10) = 12 000, entao:

V(10) = vO * 2 0%

12000=v0*2
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12 000 =v0 * 1/4
12000:1/4=v0
v0 =12 000 * 4
v0 =48 000

A maquina foi comprada pelo valor de R$ 48 000,00.

Exemplo 2

(EU-PI) Suponha que, em 2003, o PIB (Produto Interno Bruto) de um pais seja de 500 bilhées de
ddlares. Se o PIB crescer 3% ao ano, de forma cumulativa, qual serd o PIB do pais em 2023, dado
em bilhdes de délares? Use 1,03%° = 1,80.

Temos a seguinte funcdo exponencial

P(x) = PO * (1 +i)'

P(x) =500 * (1 + 0,03)*°

P(x) = 500 * 1,03

P(x) =500 * 1,80

P(x) = 900

O PIB do pais no ano de 2023 seréd igual a R$ 900 bilhdes.

Funcédo Logaritmica

Toda funcéo definida pela lei de formacéo f(x) = log.x, com a # 1 e a > 0 é denominada fungao
logaritmica de base a. Nesse tipo de fung¢édo o dominio é representado pelo conjunto dos nimeros
reais maiores que zero e o contradominio, o conjunto dos reais.

Exemplos de funces logaritmicas:
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f(x) = logyx

f(x) = logax

f(x) = 10g1,x
f(x) = logoX

f(x) = logusx
f(x) = logsx

f(x) =loga(x = 1)
f(x) = logosx

Determinando o dominio da funcéo logaritmica

Dada a fungéo f(x) = - 2)(4 — x), temos as seguintes restri¢cdes:
1)4-x>0->-x>-4->x<4

2)x-2>0—-x>2

Ix—2#1->x#1+2 >x#3

Realizando a interseccéo das restricdes 1, 2 e 3, temos 0 seguinte resultado: 2 <x <3 e 3 <x <4,

Dessaforma,D={x ? R/2<x<3e3<x<4}

Grafico de uma funcéo logaritmica

Para a construgéo do gréfico da funcéo logaritmica devemos estar atentos a duas situagdes:

?2a>1

?0<ax<l

Para a > 1, temos o grafico da seguinte forma:
Funcdo crescente

A
y
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Para 0 < a < 1, temos o gréafico da seguinte forma:
Funcao decrescente

Y

A

Caracteristicas do grafico da funcéo logaritmica y = log,x

O grafico esta totalmente a direita do eixo y, pois ela é definida para x > 0.

Intersecta o eixo das abscissas no ponto (1,0), entdo a raiz da fungdo é x = 1.

Note que y assume todos as solucdes reais, por isso dizemos que a Im(imagem) = R.

Através dos estudos das funcdes logaritmicas, chegamos a conclusdo de que ela é uma fungéo

inversa da exponencial. Observe o grafico comparativo a seguir:

YA y“
y=a¥ 1 X
1 % 1 X
y=log,x
y=log,x
O<a<
a1

Podemos notar que (x,y) esta no grafico da funcéo logaritmica se o seu inverso (y,x) esta na funcao

exponencial

de mesma base.
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11. PA/ PG

PROGRESSOES ARITMETICAS E GEOMETRICAS

Progressao Aritméticas (PA)

E uma sequiéncia de nameros reais onde cada termo, a partir do segundo, € igual ao anterior mais
uma constante ( chamada razéo).

Exempilos:

Sendo al =1 e arazao (r) = 2 entdo (al é o primeiro termo a2 o segundo termo e assim por diante)
a2=al+r a2=1+2=3

a3=a2+r a3=3+2=5

ad=a3+r ad=5+2=7

an = an-1 + r (representacdo de um termo qualquer)

AssimaP.A.sera (1,3,5,7......)

Para calcularmos a razdo de uma P.A. efetuamos a diferenca entre um termo qualquer e seu
anterior.

Exemplos:

DadaaP.A.(1,4,7,10...)

r=4-1=3;r=7-4=3;r=10-7=3

Termo Geral de uma P.A
Para calcularmos qualquer termo de uma P.A. usamos a férmula seguinte:
an=al+(n-1)r

an = representa o termo procurado.

al = representa o primeiro termo da P.A
n = representa o numero de termos.

r = representa a razao da P.A.

Exemplos:

1. Calcule o sétimo termo da P.A (4, 6, 11, ...)
ar=?n=7al=1r=6-1=5
an=al+(n-1r

ar=1+(7-1)5

a7=1+(6)5
ar=1+30
ar =31

Logo o sétimo termo desta P.A é 31.

2. Calcule o nimero de termos de uma P.A sabendo que al =-14,an=19er=3.
an=19al=-14r=3n="?
an=al+(n-1r
19=-14+(n-1)3
19=-14+3n-3
-3n=-14-3-19

-3n =-36(-1)

3n =36

n = 36/3

n=12

Logo o nimero de termos é 12.
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Formula da Soma dos Termos da P.A.

Sn=(al + na).n
2

Sn = representa a soma dos termos da P.A.

al = representa o primeiro termo da P.A.

an = representa um determina termo da P.A.

n = representa um determinado nimero de termos da P.A.

Exempilos:
1. Calcule a soma dos 15 primeirios termos da P.A (8, 12, 16...)
s15=? al=8 al5=? r=12-8=4 n=15

Observe que para usar a férmula da soma primeiro devo calcular al5 .
an=al+(n-1r

al5=8+(15-1)4

al5 =8+ (14)4

al5 =8 +56

al5 =64

Sn=(al +na).n
S15=(8 +264) .15
S15= 240 ’

Logo soma dos 15 temos é 540.

Progressdes Geométricas (P.G)

Progress6es Geomeétricas (P.G) € uma sequéncia de niumeros reais onde cada termo, a partir do
segundo, é igual ao anterior multiplicado por uma constante (Chamada raz&o).

Exemplos:

Sendo al = 3 e arazao (q) = 2, entdo:

a2=al.q a2=3.2=6

a3=a2.q a3=6.2=12

ad=a3.q ad=12.2=24

ab=a4.q ab=24.2=48

Assim, a P.G sera (6, 12, 24, 48,....)

Sendo al =54 e q = 1/3, entdo:

a2=al.q a2=54.1/3=18

a3=a2.q a3=18.1/3=6

a4=a3.q a4=6.1/3=2

ab=ad4.q a5=2.1/3=1/3

an = an-1 . g (Representa um termo qualquer da P.G)
Assim, a P.g sera (18, 6, 2, 1/3,....)

Férmula do Termo Geral da P.G
an=al1.qgh™
an = representa o termo procurado.

al = representa o primeiro termo da P.G
g = representa a razdo da P.G
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n = representa o numero de termos.

Exempilos:

1. Calcule o sétimo termo da P.G (5, 10, 20,....)
ar=? al=5 q=10:5=2 n=7
an=al.gn-1

ar=5.27-1
ar=5.26
ar=5.64
a7 =320

Logo o sétimo termo da P.G é 320.

2. Calcule a razéo de uma P.G, sabendo-se que a5 =405 e al = 5.
a5=405 al=5 n=5 =7

aS5=al.gn-1

405=5.05-1

405=5. 04

g4 = 405/5

q4 =81

g = 3 (calculamos a raiz quarta de 81 que é 3)

Logo arazdo da P.G é 3.

12. MATRIZES, DETERMINANTES E SISTEMAS LINEARES

MATRIZES

1. Definicdo: Matriz m x n € uma tabela de m . n nimeros reais dispostos em m linhas (filas
horizontais) e n colunas (filas verticais). Exemplos:

{1 -2 3}
1. A= é uma matriz 2 x 3;

0 4 2
4 0
2. B= é uma matriz 2 x2;
-1 1
3 -2 5
1 0 2
3. C=lp 4 \/§ é uma matriz 4 x 3.
E -1 -6
2

Como podemos notar nos exemplos 1, 2 e 3 respectivamente, uma matriz pode ser representada
por colchetes, parénteses ou duas barras verticais.

2. Representacdo de uma matriz:
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As matrizes costumam ser representadas por letras mailsculas e seus elementos por letras
minUsculas, acompanhadas de dois indices que indicam, respectivamente, a linha e a coluna
ocupadas pelo elemento.

Exemplo: Uma matriz A do tipo m x n é representada por:

djp dgp dgz ot Ay

Ay Ay Ayttt Apy
A=lag asp ag - ag,

_aml Ao Amz amn_

ou, abreviadamente, A= [aij men , onde i e j representam, respectivamente, a linha e a coluna que o

1<i<m
elemento ocupa, . .
1<j<n

Por exemplo, na matriz anterior, a,, € o elemento da segunda linha com o da terceira coluna.
Exemplo 1: Seja a matriz A= laij szz’ onde a; = 2i+j:

all a12

Genericamente, temos: A =
dy1 Ay

] . Utilizando a regra de formacéo dos elementos
2x2
dessa matriz, temos:

a; =2i+]j

a,, =2)+1=3

a,, =2(2)+1=5

a,=2)+2=4

a,,=2(2)+2=6

_ 3 4
Assim, A= .
Y

3. Matrizes especiais:

3.1 Matriz linha: E toda matriz do tipo 1 x n, isto €, com uma unica linha.
Ex A=(4 7 -3 1),.
3.2 Matriz coluna: E toda matriz do tipo n x 1, isto €, com uma Unica coluna.

4
Ex: B=|-1

3x1
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3.3 Matriz quadrada: E toda matriz do tipo n x n, isto €, com o mesmo nimero de linhas e
colunas. Neste caso, dizemos que a matriz é de ordem n.

4 -1 O
4 7
Ex: C= D=|0 = 3
2 -1
22 2 7 3
3x3
Matriz de ordem 2 Matriz de ordem 3

Seja A uma matriz quadrada de ordem n.

Diagonal principal de uma matriz quadrada é o conjunto de elementos dessa matriz, tais que i

=].

Diagonal secundaria de uma matriz quadrada é o conjunto de elementos dessa matriz, tais
quei+j=n+1..

Exemplo:
-1 2 5
A,=| 3 0 -3
5 7 -6

Descricao da matriz:

- O subscrito 3 indica a ordem da matriz;
- Adiagonal principal é a diagonal formada pelos elementos —1, 0 e —6;
- Adiagonal secundéria é a diagonal formada pelos elementos 5, 0 e 5;

- 8,,=-1 é elemento da diagonal principal, pois i =j = 1;

- a4,=5 é elemento da diagonal secundaria, poisi+j=n+1=3+ 1.
3.4 Matriz nula: E toda matriz em que todos os elementos s&o nulos.
Notacdo: O,

e O 000
emplo: =
. 23710 0 0

3.5 Matriz diagonal: E toda matriz quadrada onde s6 os elementos da diagonal principal sdo
diferentes de zero.

5 0 4 0 0
Exemplo: A, = {0 J B,=|/0 3 0
0 07

3.6 Matriz identidade: E toda matriz quadrada onde todos os elementos que n&o estio na
diagonal principal sdo nulos e os da diagonal principal sdo iguais a 1.

Notacgo: |, onde nindica a ordem da matriz identidade.
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10 1 00
Exemplo: I, :{0 J I,=/0 1 0
0 01
1Lsei=j
ou: I, :[aij], aij:{ : J.
0,sei#]

3.7 Matriz transposta: Chamamos de matriz transposta de uma matriz A a matriz que é
obtida a partir de A, trocando-se ordenadamente suas linhas por colunas ou suas colunas por linhas.

Notacdio: A'.
2 -1
2 30 .
Exemplo: Se A = L 5 1 entdo A'=|3 -2
0 1

Desse modo, se a matriz A é do tipo m x n, A' édo tipo n x m. Note que a primeira linha de

N . . t . N
A corresponde a primeira coluna de A" e a segunda linha de A corresponde a segunda coluna de
Al

3.8 Matriz simétrica: Uma matriz quadrada de ordem n é simétrica quando A=A".

BS: Se A=-A', dizemos que a matriz A é anti-simétrica.

2 31 2 31
Exemplo:Se A=|3 2 4 A'=|3 2 14
1 4 5 o 1 4 5 s

3.9 Matriz oposta: Chamamos de matriz oposta de uma matriz A a matriz que € obtida a
partir de A, trocando-se o sinal de todas os seus elementos.

0 -3 0
entdo — A=
-1} [— 4 J

3.10 lgualdade de matrizes: Duas matrizes, A e B, do mesmo tipo m x n, sdo iguais se,
todos os elementos que ocupam a mesma posi¢do sédo idénticos.

Notacdo: A = B.

Notacgédo: - A

3
Exemplo: Se A= [4

2 0 2 ¢
Exemplo: Se A = 1 b B= 13 eA=B,entdboc=0eb=3

Simbolicamente: A =B <> a; =b; paratodo 1<i<m etodo 1<i<n.

4. Adicao de Matrizes:
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Dadas as matrizes A= laij men eB =[bij men, chamamos de soma das matrizes A e B a

matriz C :[CijJ talque C; =a; +b;, paratodo 1<i<metodo 1<i<n.

m X
Notagdo: A+B =C
OBS: A + B existe se, e somente se, A e B sdo do mesmo tipo (m x n).

Propriedades : A, B e C s8o matrizes do mesmo tipo (m x n), valem as seguintes
propriedades:

1) Associativa:

(A+B)+C=A+(B+C)

2) Comutativa

A+B=B+A

3) Elemento Neutro

A+O0=0+A=A

onde O é a matriz nula m x n.

4) Elemento Oposto

A+(A)=(A)+A=0

Exemplos:
NEEIRE I 4+(-1)] [3 3
)_o 7]710 2] |o+0 7+2] |0 9

2‘2 3 0] [3 1 1]_[2+3 3+1  0+1] [5 41
"o 1 -1t 1 2|7|o+1 1+(-1) -1+2] |1 0 1

5. Subtracdo de Matrizes:

Dadas as matrizes A= [aij men e B= lbij men , chamamos de diferenca entre as matrizes A e

B a soma de A com a matriz oposta de B
Notacdo: A-B =A + (-B)
OBS: A + B existe se, e somente se, A e B sdo do mesmo tipo (m x n).

Exemplo:
13 o] [1 2] [3 o+—1-2_3—1 0-2] [2 -2
Y4 71700 -2|7|a -7 0 2| |4+0 —-7+2| |4 -5
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6. Multiplicacdo de um nlimero real por uma matriz:

Dados um nimero real x e uma matriz A do tipo m x n, o produto de x por A € uma matriz do
tipo m x n, obtida pela multiplicacdo de cada elemento de A por x.

Notacdo: B = x.A

OBS.: Cada elemento b;; de B é tal que b;;=xa;

Propriedades : Sendo A e B matrizes do mesmo tipo (m x n) e x € y nimeros reais
quaisquer, valem as seguintes propriedades:

1) Associativa:

X.(y.A) = (x.y).A

2) Distributiva de um nimero real em relacdo a adi¢cdo de matrizes:

X.(A+B) =x.A + x.B

3) Distributiva de uma matriz em relagdo a soma de dois numeros reais:

X+y)A=xA+Yy.A

4) Elemento Neutro: x.A = A, parax =1, ou seja:

1.A=A

Exemplo:

2 7 32 37 6 21
l) 3. = =

{—1 o} {3.(—1) 3.0} {—3 0}

7. Multiplicacdo de matrizes:

O produto de uma matriz por outra ndo pode ser determinado através do produto dos seus
respectivos elementos. A multiplicacdo de matrizes ndo € analoga a multiplicacdo de niumeros reais.

Assim, o produto das matrizes A= [aij mep e B= [bij Jpxn € a matriz C= lcij men, onde cada

elemento Cj € obtido através da soma dos produtos dos elementos correspondentes da i-ésima linha
de A pelos elementos da j-ésima coluna de B.

OBS: Elementos correspondentes de matrizes do mesmo tipo m x n, séo os elementos que

16 4 5 0 2
ocupam a mesma posi¢do nas duas matrizes. Exemplo: Sejam A = e B= .
3 0 2 7 3 4

Os elementos a,, =4eb,, =2 s&o elementos correspondentes.

Decorréncia da definicao:
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A matriz produto A.B existe apenas se o nimero de colunas da primeira matriz (A) é igual ao
namero de linhas da segunda matriz (B).

Assim: A, eB_ . =(AB)

mxp pxn mxn

Note que a matriz produto terd o numero de linhas (m) do primeiro fator e o nimero de
colunas (n) do segundo fator.

Exemplos:

1) se Ay, €By s :>(A'B)3x5
2) se A,,, €B,,; = quendo existe produto
3) A4x2 € Ble = (A'B)4x1

Propriedades : Verificadas as condices de existéncia, para a multiplicacdo de matrizes séo
vélidas as seguintes propriedades:

1) Associativa:

(AB).C=A.(B.C)

2) Distributiva em relacéo a adigao:

a) A(B+C)=AB+AC

b) (A+B).C=A.C +B.C

3) Elemento Neutro:

Al =1 A=A

onde |, é a matriz identidade de ordem n.

Atencdo: N&o valem as seguintes propriedades:

1) Comutativa, pois, em geral, A.B # B.A
2) Sendo O,,, uma matriz nula, AB = O

OnwnouB=0_...

mxn

mxn N0 implica, necessariamente, que A =

Exemplos:

2 3 1 2
1) Sendo A= L J e B= [3 4} , vamos determinar A.B e B.A e comparar os resultados

Solucéo:
2 3|1 2
AB= :
4 1|13 4
a, =1" linhael coluna=2.1+33=2+9=11

a . a
a,, =1 linhae2-coluna=22+34=4+12=16
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a . a
a,, =2 linhael coluna=4.1+13=4+3=7

a .. a
a,, =2 linhae2 coluna=42+14=8+4=12

Assim:

ago|2 3] [t 2] _[21+33 22+34] [2+49 4+12}:‘11 16}
4 1],,'[3 4],,, [41+13 42+14] |4+3 8+4| |7 12|, ,

aao |t 2] [2 3] _[L2+24 13+21] [2+8 3+2}‘1o 5}
13 4],, 14 1],,, [32+44 33+41] [6+16 9+4] |22 13|, ,

Comparando os resultados, observamos que A.B # B.A, ou seja, a propriedade comutativa
para multiplicacéo de matrizes nao vale.

2 3

1 2 3
2) SejaA=| 0 1 eB= , determine:
-2 0 4.

-1 4 3x2
a) AB
b) B.A
Solucao:

2 3 2.1+3.(-2) 22+30 23+34

1 2 3
aAB=| 0 1 { } =| 01+1.(2) 02+10 03+14 | =
2x3

-2 0 4
-1 4 3x2 -11+4.(-2) -12+40 -13+44 i3
2+ (—6) 4+0 6+12 —4 4 18
=| 0+(-2) 0+0 0+4 -l—2 0 4

~1+(-8) -2+0 -3+16) . |-9 -2 13| _

b) B.A =

{1 2 3} é f _{ 1.2 +2.0+3.(-1) 1.(3)+2.(1)+3.(4)} )
2x3 _1 4 2x2

—2 0 4 ~2.(2) +0.(0) +4.(-1) —2.(3)+0.(1) + 4.4

3x2

| 2+0+(-3) 3+2+12 -1 17
|-4+0+(-4) -6+0+16], , |-8 10, ,

Concluséo: Verificamos que A.B #B.A

8. Matriz Inversa:

Dada uma matriz A, quadrada, de ordem n, se existir uma matriz A, de mesma ordem, tal
que AAA'= A A= 1|, entdo A" é matriz inversa de A. (Em outras palavras: Se A.A'= A" A= 1_,

isto implica que A’ é amatriz inversa de A, e é indicada por A_l).
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Notac&o: A7

1 2

Exemplo: Sendo A = { 5

} , vamos determinar a matriz inversa de A, se existir.
2x2

Solucéo:

Existindo, a matriz inversa é de mesma ordem de A.

Como, para que exista inversa, é necessario que A A = A A= |n , vamos trabalhar em
duas etapas:

o] ' '
1- Passo: Impomos a condi¢&o de que A. A = | e determinamos A :

. 1 2 a b 10
AA == : = =
-2 1 ax2 LC d 2x2 01 2x2
la+2c 1b+2d 1 0
= = =
-2a+lc -2b+1d o2 0 1 22
a+2c b+2d 10
- =
—-2a+Cc -2b+d oo 1001 )

A partir da igualdade de matrizes, resolvemos o sistema acima pelo método da adicdo e chegamos a:

2a+4c=2
a+2c=1(-2)
-2a+ ¢=0
—-2a+c=0 4® o
5c=2:>c:2
5
-2a+c¢c=0
-2a+3:0:>a:l
5 5
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b+ 2d=0 (-2) 2b+4d=0
et ~1 .2+ d=1
-2b+d=1 u® |
Sfdd=1=>d==
2b+d=1
2b+l:l:>b:—g

Assim temos:
A.{a b} % %
¢ dl,. % % y

2° Passo: Verificamos se A'A = l,:
_2
B
-1, 15 4| =
A % 2x2 21

A A

I %.’H%.(—Z) %.2+%1 ” 25—2
5% o {1 o]

_ - ~1,
_0 %ZXZ

Portanto temos uma matriz A, tal que: A.A'= A A= |,

01

Logo, A éinversade Ae pode ser representada por:
_2
|k %
) .
A % 2x2

DETERMINANTES
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Definicao: Determinante € um ndmero associado a uma matriz quadrada.

AplicacBes dos determinantes na matematica:

- Célculo da matriz inversa,;
- Resolucéo de alguns tipos de sistemas de equagdes lineares;
- Caélculo da area de um triangulo, quando sdo conhecidas as coordenadas dos vértices.

Determinante de primeira ordem

a
Dada uma matriz quadrada de 1- ordem M= [all], chamamos de determinante associado a
matriz M o nimero real a,;.

Notacéo: det M ou |a11| =ag,
Exemplos:

1. M, =[5]=>detM, =50u|5 =5
2. M, =[-3]=detM, =—3ou|-3=-3

Determinante de sequnda ordem

all a12

Dada a matriz M:{
a‘21 a22

} , de ordem 2, por definicdo, temos que o determinante

a
associado a essa matriz, ou seja, o determinante de 2- ordem é dado por:
a11 a‘12
det M = =ay,8, — (a12a21)
a21 a22

Assim:
detM = a8y, — (a12a21)

2 3
Exemplo: Sendo MzL 5} , entao:

det M=

3
5‘:2-5—3-4:10—12:—2

Logo: det M = -2

Conclusédo: O determinante de uma matriz de ordem 2 é dado pela diferenca entre o produto
dos elementos da diagonal principal e o produto dos elementos da diagonal secundaria.

Regra de Sarrus
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a
Dispositivo pratico para calcular o determinante de 3~ ordem.

Exemplo 1: Calcular o seguinte determinante através da Regra de Sarrus.

ay; A, Ay
D=, d, ay
a3 Az Agg

Solucéo:
a a
1_*Passo: Repetir a duas primeiras colunas ao lado da 3~ :

a11 a12 al3 all a12
a21 a22 a‘23 a‘21 a22
a‘31 a32 a33 aSl a32

a
APasso: Encontrar a soma do produto dos elementos da diagonal principal com os dois
produtos obtidos com os elementos das paralelas a essa diagonal.
OBS.: A soma deve ser precedida do sinal positivo, ou seja:
= +(a11a22a33 + a123‘23a31 + a138‘218‘32)

a
3" Passo: Encontrar a soma do produto dos elementos da diagonal secundaria com os dois
produtos obtidos com os elementos das paralelas a essa diagonal.

OBS.: A soma deve ser precedida do sinal negativo, ou seja:
- (al3a 22a31 + a‘113‘23a32 + a12a21a33)

Assim:

D= _(a13a 22a31 + a‘1la23a32 + a12a21a33) + (a11a22a33 + alZa 23a31 + a138‘218‘32)

a
OBS.: Se desenvolvéssemos esse mesmo determinante de 3~ ordem com o auxilio do

teorema de Laplace, veriamos que as expressdes sdo idénticas, pois representam o mesmo ndmero
real.

Exemplo 2: Calcular o valor do seguinte determinante:

a)
2 3 -1
D,=| 4 1
-3 1
a)
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N P W
I

=—(3+8+12)+(2-18-8)=-23-24=-47

SISTEMAS LINEARES

Equacéo linear

E Toda equacéo da forma:
X, +a,X, +---+a,x, =b

onde a;,a,,---,8, sdo ndmeros reais que recebem o nome de coeficientes das incognitas

n

X1 X5, X, € b & um nimero real chamado termo independente.

OBS: Quando b = 0, a equagao recebe 0 nome de linear homogénea.

Exemplos:

Equacdes Lineares Equacdes Nao-Lineares
1)3x—-2y+4z=7 1)xy 3z+t=8
2)X+y—3z-\/7t=0(homogénea) 2)x2-4y=3t-4
3)-2x+4z=3t-y+4 3)\/;-y+z=7

Sistema Linear

Definicdo: Um conjunto de equacgdes lineares da forma:

Ay X, +a,X, +a,X +-+a, X, =b,

In*n

Ay Xy +8pX, + 8y X+ +8,, X, =D,

A X, + A%, +A3Xs +oo+ 8, X, =D

m

€ um sistema linear de m equacdes e n incégnitas.

Solucdo do Sistema Linear
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Chamamos de solugdo do sistema a n-upla de ndmeros reais ordenados (rl,rz,---,rn)que é,
simplesmente, solucdo de todas equacdes do sistema.

Matrizes associadas a um Sistema Linear

Matriz incompleta

E a matriz A, formada pelos coeficientes da incognitas do sistema.

Exemplos:

Seja o sistema: Matriz incompleta:
2x+3y—-2=0 2 3 -1
4X+y+z=7 A= 4 1 1
-2X+y+z=4 -2 1 1

Matriz Completa

E a matriz B, que obtemos ao acrescentarmos & matriz incompleta uma ultima coluna formada
pelos termos independentes das equag¢8es do sistema. Assim a matriz completa referente ao sistema
anterior é:

23-10
B=| 41 17
-21 14

Reqgra de Cramer

, . B D, .
Todo sistema normal tem uma Unica solugdo dada por X; :E, onde | € {1, 2, 3,---,n}, D=

detA é o determinante da matriz incompleta associada ao sistema e D, é o determinante obtido

através da substituicdo, na matriz incompleta, da coluna i pela coluna formada pelos termos
independentes.
Exemplo: Resolver com o auxilio da Regra de Cramer, 0s seguintes sistemas:

2X+y=7
2x—-3y =3

Solucéo:

1
3:—6—2:—8¢0(?cmwm&»

Portanto, como o sistema € normal, podemos utilizar a Regra de Cramer para resolvé-lo.

Temos: m=n =2 (12 condi¢cdo) e D =

1° Passo: Calcular D, e D,
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2 1
- Substituindo, na matriz incompleta {2 , a coluna C; pela coluna formada pelos termos

independentes, encontramos:

7 1

D, =
‘3 -3

‘:—21—3:—24

- - Substituindo, agora, C, pela coluna dos termos independentes, encontramos:

2 7
2 3

y

D =‘ ‘=6—14=—8

2° Passo: Encontrar x e y:

Assim:
D _
_b,_-24_,
D -8
, D8
D -8

Logo, (X, y) = (3, 1) é a solugéo do sistema dado.

2" +2Y +2° =7 2* +2Y 428 =7
by {21 4+2Y-22=9 ou42*2'+2Y-22=9
2* —yt 4 om =9 2% —2v 2t 4222t =2

Solucéo:

Da maneira como é apresentado o sistema nao é linear. Assim, para torna-lo linear, fazemos as
substituicdes:

2"=a, 2 =b e 2° =c, obtendo:

a+b+c=7
2a+b-c=9
a-2b+2c=2

Agora temos um sistema linear com 3 equacgdes e 3 incégnitas (m = n) e determinante da matriz
incompleta diferente de zero, veja:

(W)
Il
|
RN

1
1=-1-2-4+2-1-4=-7-3=-10%0
—2
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1° Passo: Calcular D,, D, e D, substituindo as colunas 1, 2 e 3, respectivamente, pelos

termos independentes:

7 1 71
D,=9 1 -1 9 1=-2-14-18+14-2-18=-34-6=-40
2 -2 2/ 2-2
1 7 1 7
D=2 9 -1 2 9=-9+2-28+18-7+4=-35+15=-20
1 2 21 2
1 1 711
D, = 1 92 1=-7+18+4+2+9-28=7-17=-10
- 2| 1 -2

Portanto, por Cramer vem:

D -10

D -10

D, _-40_, ,_Do_-20_, ._D._-10_,
D -10

Voltando a transformacéo feita anteriormente (afinal queremos os valores de x, y e z) temos:
2X=a=2"=4=22"=2"=x=2
2V =h=2"=2=2"=2"'=>y=1
2"=c=2"=1=2"=2°=12=0

Logo, (X, Y, z) = (2, 1, 0) é a solugdo do sistema dado.

3x+4y+2=0
c) ¢2Xx— y-z=0
-Xx+3y-2z=0
Solucéo:
3 4 3 4
Temosm=n=3e D=| 2 -1 -1 2 -1=-1+9+8+3+4+6=29+0
-1 3 -1/-1 3

Portanto, como o sistema é normal, apresentando uma Unica solucao e, além do mais, o sistema
€ homogéneo, esta solucao Unica sera a solucéo trivial (0, 0, 0).
Logo, (X, Y, z) =(0, 0, 0).
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13. SISTEMA LEGAL DE MEDIDAS

Inicialmente devemos sempre lembrar que quando nos referimos a palavra “medir” estamos sempre
fazendo uma comparacdo com uma grandeza padrao.

A necessidade da padronizacdo das medidas no mundo e da criacdo de um sistema mais preciso
deram origem ao Sistema Métrico Decimal em 1791. Porém mais tarde o mesmo fora substituido
pelo- International System of Units (SI) -conhecido por nés como Sistema Internacional de Unidades.

Medida padrdo de Comprimento: E representado simbolicamente pela letra “m”(Ié-se metro)

Unidade no SI: m

Tabela 1.0
km hm dam m dm cm mm
+10 +10 +10 1 X10 X10 X10

Multiplos do Metro:

e dam : Decametro -> equivale a 10 vezes a grandeza padrdao’m”

e hm: Hectdmetro -> Equivale a 10% vezes a grandeza padrédo “m”

e km: Quildmetro -> Equivale a 10° vezes a grandeza padrao “m”
Submuiltiplos do Metro:

e dm: Decimetro -> Equivale a 10™ (1/10) vezes a grandeza padrdo “m”

e cm: Centimetro -> Equivale a 107 (1/200) vezes a grandeza padrao “m”
e mm: Milimetro -> Equivale a 10° (1/1000) vezes a grandeza padrao “m”

Medida padrédo de massa: E representado simbolicamente pela letra “g” (I&-se o grama)

Unidade no SI: Kg

kg hg dag g (grama) dg cg mg
(Quilograma) | (Hectograma) | (Decagrama) (Decigrama) | (Centigrama) | (Miligrama)
+10 +10 +10 1 X10 X10 X10

Obs: 1ton=1000kg

Medida padréo de superficie ou area: E representado simbolicamente por “m>”

quadrado). Considera-se uma unidade derivada do metro.

(Ié-se metro
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Unidade no SI: m?
Km? Hm? Dam? M? Dm? cm? Mm?
+100 +100 +100 1 X100 X100 X100

ATENCAO: Para convertermos agora devemos ver que é necessario “pularmos” de duas em
duas “casas”. Observe:

e 4m?=40000cm?
e 1dam®=0,01m?

3,!

Medida padrdo de volume ou capacidade: E representado simbolicamente por “m®” (Ié-se metro
clbico). Considera-se uma unidade derivada do metro.

Km?® Hm?® Dam® Mm? Dm?® cm® Mm?

+1000 +1000 +1000 1 X1000 X1000 X1000
Obs:1dm®=1L

ATENCAO: Para convertermos devemos ver que é necessario “pularmos “de trés em trés
“casas”. Observe:

e 1m®=1000 dm (1000 Litros)
e 1dm’= 0,000001 dam®

14. TRIGONOMETRIA

Nocdes de trigonometria
Trigonometria no Triangulo Retangulo

A palavra trigonometria significa medida dos trés &ngulos de um tridngulo e determina um ramo da
matematica que estuda a relagdo entre as mediadas dos lados e dos angulos de um tridngulo.
Conta a historia da matematica que Tales foi um grande estudioso desse ramo da matematica, mas
ndo podemos afirmar que este foi seu inventor. A trigonometria ndo foi obra de um s6 homem, nem
de um povo sbé.

Seno, Cosseno e Tangente de um Angulo Agudo

Observe o triangulo retangulo abaixo, onde a é a hipotenusa (lado oposto ao angulo de 90°), b e c
séo os catetos do tridngulo retdngulo(catetos séo os lado que formam o angulo de 90°)
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Cateto oposto & aquele que esta de frente
para o angulo y.

hipotenusa
cateto S Cateto adjacente & aguele que forma o angulo
b vy com a hipotenusa.
s
cateto ©

Lembre-se, os catetos variam de nome de acordo com a posicao do angulo.

Seno:

seno de y = cateto oposto
hipotenusa

senoy=b
a
Cosseno:

cosseno de y = cateto adjacente

hipotenusa
césy=c
a
Tangente:
tangente de y = __ cateto oposto
cateto adjacente
tgy=b
c
Cotangente:

Cotangente de y = cateto adjacente
cateto oposto

cotgy=¢
b

Razdes Trigonométricas Especiais

angulo 30° 45° 60°
razao

1 2 -2
Seno 2 o S

3 A2 1

Cosseno - Y o

3

Tangente g 1 J3
3
Cotangente Nl 1 g
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Existem outro angulos, seus senos, cossenos, tangentes e cotangentes, se encontram em uma tabela
chamada tabela trigonométrica.

Exempilo:

1. Calcule o valor de x na figura abaixo.(observe na tabela sen 30°)

o A T _ % Dy = 20
30° = = %
sen 20 2 20
20m
¥ _ _
x—%_o L ®=10m
- 30°

Teorema de Pitagoras

“0 quadrado da hipotenusa é igual a soma dos quadrados dos catetos”.

15. GEOMETRIA PLANA E ESPACIAL

Geometria Plana:

Nesse estudo sobre a Geometria Euclidiana ou Plana, serdo abordados os principais conceitos e
um pouco da historia desse ramo da matematica milenar que desempenha tdo grande
representatividade na vida da humanidade. N&o ha duvidas da importancia da Geometria na vida
humana. O conhecimento geométrico revolucionou o saber, tornando-se o seu estudo, necessario a
realizacdo de grandes feitos nas areas da construcdo e na partilha de terras. Se dividirmos a palavra
Geometria conseguimos chegar ao seu significado etimol6gico: geo (terra) + metria (medida),
portanto Geometria significa medida de terra.

Passeio pela Histoéria

O conhecimento geométrico como conhecemos hoje nem sempre foi assim. A geometria surgiu de
forma intuitiva, e como todos os ramos do conhecimento, nasceu da necessidade e da observacdo
humana. O seu inicio se deu forma natural através da observagédo do homem a natureza. Ao
arremessar uma pedra num lago, por exemplo, observou-se que ao haver contato dela com a agua,
formavam-se circunferéncias concéntricas — centros na mesma origem. Para designar esse tipo de
acontecimento surgiu a Geometria Subconsciente.

Conhecimentos geométricos também foram necessarios aos sacerdotes. Por serem os coletores
de impostos da época, a eles era incumbida a demarcacéo das terras que eram devastadas pelas
enchentes do Rio Nilo. A partilha da terra era feita diretamente proporcional aos impostos pagos.
Enraizada nessa necessidade puramente humana, nasceu o calculo de area.

Muitos acontecimentos se deram, ainda no campo da Geometria Subconsciente, até que a mente
humana fosse capaz de absorver propriedades das formas antes vistas intuitivamente. Nasce com
esse feito a Geometria Cientifica ouOcidental. Essa geometria, vista nas instituicbes de ensino,
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incorpora uma série de regras e sequéncias logicas responsaveis pelas suas definicdes e resolucdes
de problemas de cunho geométrico.

Foi em 300 a.C. que o grande gedmetra Euclides de Alexandria desenvolveu grandiosos trabalhos
matematico-geométricos e os publicou em sua obra intitulada Os Elementos. Essa foi, e continua
sendo, a maior obra ja publicada - desse ramo - de toda a histéria da humanidade. A Geometria
plana, como é popularmente conhecida nos dias atuais, leva também o titulo de Geometria
Euclidiana em homenagem ao seu grande mentor Euclides de Alexandria.

Célculo de Areas

Conhecer sobre area é conhecer sobre o espaco que podemos preencher em regiées poligonais
convexas — qualquer segmento de reta com extremidades na regido so tera pontos pertencentes a
esta.

Todos os segmentos de retas
contidos no plano e que tém
extremidades nele, permanecem
com os seus pontos pertencentes ao
plano.

Poligonoconvexo

O célculo de areas tem muita aplicabilidade em diferentes momentos, seja em atividades puramente
cognitivas, ou até mesmo trabalhistas. Um exemplo de profissional que faz uso dessa ferramenta
para tornar possivel o desempenho do seu trabalho € o pedreiro. E através do conhecimento de area
que é possivel estimar a quantidade de ceramica necessaria para pavimentar um determinado
cémodo de uma casa, por exemplo.

O quadrado

O quadrado é uma figura geométrica plana regular em que todos os seus lados e angulos sdo iguais.
Veja um exemplo de quadrado na figura a seguir:

l
Todos os lados sdo iguais e tem
| | medida |. Os quatro angulos sdo
congruentes e medem 90° cada.
l

Para calcular a area de um quadrado basta que se multipliquem dois dos seus lados | entre si.

Area do quadrado = Lado x Lado Ou

A7 =Ix|, Ouainda, Aq =12
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Exemplo 1

m Para pavimentar a sala de sua casa D. Carmem comprou 26 m? de piso. Sabendo

que a sala tem o formato quadrangular e que um dos lados mede 5 m, diga se o piso comprado por
D. Carmem sera suficiente para pavimentar a sua sala.

e A salatem o formato quadrangular;
e O seulado mede 5 m;

e Adreadoquadradoé A=172

Com base nos dados acima temos:
AD = l - = l — 5 m
A = (5m)?= 25 m?

Conclui-se entdo que o piso comprado por D. Carmem sera suficiente para pavimentar sua sala e
ainda sobrara 1 m?,

Lembrete: a unidade de medida de area mais utilizada é o metro quadrado (mz), porém em
alguns casos usa-se o km?, cm?, etc.

O retangulo

O retangulo é uma figura geométrica plana cujos lados opostos séo paralelos e iguais e todos os
angulos medem 90°. Confiram o retangulo abaixo:

C
Os lados opostos sdo iguaisc=cel =1
| [ Os quatro angulos sdo congruentes e
medem 90° cada.
C

Para calcular a area do retangulo, basta que se multipliquem seu comprimento ¢ pela largura |.

Area do retangulo = comprimento x largura Ou
Ao =cCcX [
Exemplo 2

Num campeonato de futebol a equipe organizadora do evento esta providenciando o gramado que
sera plantado em toda area do campo. Para comprar as gramas, a equipe precisa saber a area do
campo, pois a grama € vendida por metro quadrado. Sabendo que o campo tem 115 m de
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comprimento por 75 m de largura e ainda que o campo tem o formato retangular, ajude a equipe a
solucionar o problema, diga quantos metros quadrados de area tem o campo de futebol?

O campo tem o formato de um retangulo;
O comprimento equivale a 115 m;

A largura s&o 75 m;

A érea do retédngulo é A== c x| 115 m

Com base nos dados temos,

A=cxl — c=115mel=75m

Ao=115mx75m —— A==8625m?

O tridngulo

O tridngulo é uma figura geométrica plana formada por trés lados e trés angulos. A soma dos seus
angulos internos é igual 180°.

a, b e ¢ representam os lados
do triangulo, enquanto h
representa a sua altura.

=0

Para calcular a area do tridngulo multiplica-se a base b pela altura h e divide o resultado por 2
(metade da area do retangulo).

: % base x altura
Area do Triangulo = 5 Ou

Exemplo 3

Encontre a area de um triangulo cuja base mede 8,2 cm e a altura 3,6 cm.

PROF. ME. JAMUR SILVEIRA


http://www.infoescola.com/wp-content/uploads/2012/08/ex2.jpg
http://www.infoescola.com/wp-content/uploads/2012/08/triangulo.jpg
http://www.infoescola.com/wp-content/uploads/2012/08/area-triangulo.jpg

WWW.PROFESSORJAMUR.COM.BR

e Medida da base 8.2 cm;
e Medida da altura 3,6 cm;

: i bxh
o Area do triangulo Ay = 5
Com base nos dados temos,
bxh
An= 0 > b=82cmeh=36cm

8,2cmx3,6cm X _ 4
AB = 2 > Ah =14,76 cm

O trapézio

O trapézio é uma figura plana com um par de lados paralelos (bases) e um par de lados
concorrentes.

a//c,b }cehrepresentaa
altura do trapézio.
o /[ — paralela
* | — concorrente

Para calcular a &rea do trapézio adiciona-se a base maior ¢ a base menor a, ao resultado da soma
multiplica-se a altura, e por fim, divide-se o resultado final por 2.

(Base maior+ base menor)x altura

Area do trapézio = z ou

_ (c+a)x h
R

An

Exemplo 4
Um fazendeiro quer saber a area de um lote de terra que acabara de comprar. O lote tem o formato

de um trapézio. Sabendo que a frente mede 1020 m, o fundo, 815 m e a distancia da frente ao fundo
€ de 510 m. Determine a area do lote.
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e O lote tem a forma de um trapézio;
e A frente mede 1020 m; 510m
e O fundo mede 815 m; 1020 m 815m

e A distancia da frente ao fundo é de 510 m.
. L. (c+a)xh
» A areade um trapézio € Ap = S

Com base nos dados temos,

(c+a)x h
= > > c=1020m,a=815eh=510m.
1020 m+815 510

pg= DEMIBEII0  py = 467925 m2

Conclusao

A necessidade geométrica perpassou o tempo e esta impregnada em nossas vidas nos dias atuais. O
conhecimento da Geometria Plana (Euclidiana) é tdo importante que ndo € possivel o caminhar
separado da sua prética e do seu entendimento.

GEOMETRIA ESPACIAL

Paralelepipedo Cubo

A, =ab A =1?
A, =2ab+2bc +2ac A =407
V =ab.c A, =6/°

D=+a’+b?+c? YA

d face — E\/E Dcubo = E\/é
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Piramides

ap’ =h*+K?
s o (LY
a“=ap +(2)
a’=h*+R?

Cilindro

>

V = A;.h=a7ar’h A, =ar’

A =2zarh

A, =2ar® +2arh

A =2rh

Equilatero — h=2r

Cone

PROF. ME. JAMUR SILVEIRA



WWW.PROFESSORJAMUR.COM.BR

v = Aeh _ar'h
3 3
A =nrg A; =rh

A, =71’ +arg 9> =r’+h’
Equilatero —» g =2r

16. ESTATISTICA

1- Objeto da estatistica

Estatistica € uma ciéncia exata que visa fornecer subsidios ao analista para coletar, organizar,
resumir, analisar e apresentar dados. Trata de parametros extraidos da populacéo, tais como média
ou desvio padréo.

A estatistica fornece-nos as técnicas para extrair informacéo de dados, os quais sdo muitas vezes
incompletos, na medida em que nos dao informagéo util sobre o problema em estudo, sendo assim, é
objetivo da Estatistica extrair informacao dos dados para obter uma melhor compreensao das
situacdes que representam.

Quando se aborda uma problematica envolvendo métodos estatisticos, estes devem ser utilizados
mesmo antes de se recolher a amostra, isto €, deve-se planejar a experiéncia que nos vai permitir
recolher os dados, de modo que, posteriormente, se possa extrair o maximo de informacao relevante
para o problema em estudo, ou seja para a populagéo de onde os dados provém.

Quando de posse dos dados, procura-se agrupa-los e reduzi-los, sob forma de amostra, deixando de
lado a aleatoriedade presente.

Seguidamente o objetivo do estudo estatistico pode ser o de estimar uma quantidade ou testar uma
hipotese, utilizando-se técnicas estatisticas convenientes, as quais realcam toda a potencialidade da
Estatistica, na medida em que vao permitir tirar conclusdes acerca de uma populacéo, baseando-se
numa pequena amostra, dando-nos ainda uma medida do erro cometido.

2- Populacéo e amostra

Qualquer estudo cientifico enfrenta o dilema de estudo da populacéo ou da amostra. Obviamente
teria-se uma precisdo muito superior se fosse analisado o grupo inteiro, a populagéo, do que uma
pequena parcela representativa, denominada amostra. Observa-se que é impraticavel na grande
maioria dos casos, estudar-se a populacao em virtude de distancias, custo, tempo, logistica, entre
outros motivos.

A alternativa praticada nestes casos é o trabalho com uma amostra confidvel. Se a amostra é
confiavel e proporciona inferir sobre a populacdo, chamamos de inferéncia estatistica. Para que a
inferéncia seja valida, é necesséria uma boa amostragem, livre de erros, tais como falta de
determinacéo correta da populacéo, falta de aleatoriedade e erro no dimensionamento da amostra.
Quando ndo é possivel estudar, exaustivamente, todos os elementos da populacao, estudam-se s6
alguns elementos, a que damos o0 nome de Amostra.

Quando a amostra ndo representa corretamente a populacao diz-se enviesada e a sua utilizacao
pode dar origem a interpretac@es erradas.

3- Recenseamento
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Recenseamento é a contagem oficial e periddica dos individuos de um Pais, ou parte de um Pais. Ele
abrange, no entanto, um leque mais vasto de situagdes. Assim, pode definir-se recenseamento do
seguinte modo:

Estudo cientifico de um universo de pessoas, instituicdes ou objetos fisicos com o propésito de
adquirir conhecimentos, observando todos os seus elementos, e fazer juizos quantitativos acerca de
caracteristicas importantes desse universo.

4- Estatistica descritiva e estatistica indutiva

Sondagem

Por vezes nao é viavel nem desejavel, principalmente quando o niimero de elementos da populacao
€ muito elevado, inquirir todos os seus elementos sempre que se quer estudar uma ou mais
caracteristicas particulares dessa populacao.

Assim surge o conceito de sondagem, que se pode tentar definir como:

Estudo cientifico de uma parte de uma populacdo com o objetivo de estudar atitudes, habitos e
preferéncias da populacédo relativamente a acontecimentos, circunstancias e assuntos de interesse
comum.

5- Amostragem
Amostragem € o processo que procura extrair da populacdo elementos que através de calculos
probabilisticos ou n&do, consigam prover dados de inferéncias da populag¢éo-alvo.

Nao Probabilistica

Acidental ou conveniéncia

Intencional

Quotas ou proporcional
Tipos de Amostragem Desproporcional

Probabilistica

Aleatéria Simples
Aleatéria Estratificada
Conglomerado

Nao Probabilistica

A escolha de um método nao probabilistico, via de regra, sempre encontrara desvantagem frente ao
meétodo probabilistico. No entanto, em alguns casos, se faz necessario a opcao por este método.
Fonseca (1996), alerta que ndo h& formas de se generalizar os resultados obtidos na amostra para o
todo da populacdo quando se opta por este método de amostragem.

5.1- Acidental ou conveniéncia
Indicada para estudos exploratérios. Freqiientemente utilizados em super mercados para testar
produtos.

Intencional
O entrevistador dirige-se a um grupo em especifico para saber sua opinido. Por exemplo, quando de
um estudo sobre automéveis, o pesquisador procura apenas oficinas.

5.2- Quotas ou proporcional

Na realidade, trata-se de uma variacdo da amostragem intencional. Necessita-se ter um prévio
conhecimento da populacdo e sua proporcionalidade. Por exemplo, deseja-se entrevistar apenas
individuos da classe A, que representa 12% da populacdo. Esta sera a quota para o trabalho.
Comumente também substratifica-se uma quota obedecendo a uma segunda proporcionalidade.

5.3- Desproporcional
Muito utilizada quando a escolha da amostra for desproporcional a populagao. Atribui-se pesos para
os dados, e assim obtém-se resultados ponderados representativos para o estudo.
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Probabilistica

Para que se possa realizar inferéncias sobre a populacéo, é necessario que se trabalhe com
amostragem probabilistica. E o método que garante seguranca quando investiga-se alguma hipétese.
Normalmente os individuos investigados possuem a mesma probabilidade de ser selecionado na
amostra.

5.4- Aleatéria Simples

E o mais utilizado processo de amostragem. Prético e eficaz, confere precisio ao processo de
amostragem. Normalmente utiliza-se uma tabela de nimeros aleatérios e nomeia-se os individuos,
sorteando-se um por um até completar a amostra calculada

Uma variacdo deste tipo de amostragem é a sistematica. Em um grande namero de exemplos, o
pesquisador depara-se com a populacédo ordenada. Neste sentido, tem-se os individuos dispostos em
sequéncia o que dificulta a aplicacdo exata desta técnica.

Quando se trabalha com sorteio de quadras de casas por exemplo, ha uma regra crescente para 0s
nameros das casas. Em casos como este, divide-se a populacdo pela amostra e obtém-se um
coeficiente (y). A primeira casa sera a de nimero x, a segunda sera a de niUmero x + y; a terceira sera
a de nimero x + 3. y.

Supondo que este coeficiente seja 6. O primeiro elemento sera 3. O segundo serd 3 + 6. O terceiro
sera 3 + 2.6. O quarto serd 3 + 3.6, e assim sucessivamente.

Aleatéria Estratificada
Quando se deseja guardar uma proporcionalidade na populacéo heterogénea. Estratifica-se cada
subpopulagéo por intermédio de critérios como classe social, renda, idade, sexo, entre outros.

5.5- Conglomerado

Em corriqueiras situacdes, torna-se dificil coletar caracteristicas da popula¢édo. Nesta modalidade de
amostragem, sorteia-se um conjunto e procura-se estudar todo o conjunto. E exemplo de
amostragem por conglomerado, familias, organiza¢des e quarteirdes.

6- Dimensionamento da amostra

Quando deseja-se dimensionar o tamanho da amostra, o procedimento desenvolve-se em trés etapas
distintas:

e Avaliar a variavel mais importante do grupo e a mais significativa;
e Analisar se é ordinal, intervalar ou nominal;

e Verificar se a populacdo é finita ou infinita;

Variavel intervalar e populacéo infinita n= [?]
.. . s stot N
= ——

Variavel intervalar e populacao finita TN -1ra o’

2
Variavel nominal ou ordinal e populagéo infinita n= [ fgj

d

fpg N

14 1 1 3 Nt n= L 1
Variavel nominal ou ordinal e populacgéo finita T -1 p gl

Obs.: A proporcéo (p) sera a estimativa da verdadeira propor¢cdo de um dos niveis escolhidos para a
varidvel adotada. Por exemplo, 60% dos telefones da amostra é Nokia, entdo p sera 0,60.

A proporcéo (q) sera sempre 1 - p. Neste exemplo g, sera 0,4. O erro é representado por d.

Para casos em que néo se tenha como identificar as propor¢es confere-se 0,5 para p e .

7- Tipos de dados

Basicamente os dados, dividem-se em continuos e discretos. O primeiro é definido como qualquer
valor entre dois limites quaisquer, tal como um didmetro. Portanto trata-se de um valor que pode ser
"quebrado”. S&o dados continuos, questfes que envolvem idade, renda, gastos, vendas, faturamento,
entre muitas outras.
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Quando fala-se em valores discretos, aborda-se um valor exato, tal como quantidade de pecas
defeituosas. Comumente utiliza-se este tipo de variaveis para tratar de numero de filhos, satisfacao e
escalas nominais no geral.

O tipologia dos dados determina a variavel, ela sera portanto continua ou discreta. Isto quer dizer que
ao definir-se uma variavel com continua ou discreta, futuramente ja definiu-se que tipo de tratamento
se dar4 a ela.

De acordo com o que dissemos anteriormente, numa analise estatistica distinguem-se
essencialmente duas fases:

Uma primeira fase em que se procura descrever e estudar a amostra:

Estatistica Descritiva e uma segunda fase em que se procura tirar conclusdes para a populagéao:

12 Fase Estatistica Descritiva

Procura-se descrever a amostra, pondo em evidéncia as caracteristicas principais e as propriedades.
22 Fase Estatistica Indutiva

Conhecidas certas propriedades (obtidas a partir de uma analise descritiva da amostra), expressas
por meio de proposi¢des, imaginam-se proposi¢cées mais gerais, que exprimam a existéncia de leis
(na populagéo).

No entanto, ao contrario das proposi¢cdes deduzidas, ndo podemos dizer que sdo falsas ou
verdadeiras, ja que foram verificadas sobre um conjunto restrito de individuos, e portanto ndo séo
falsas, mas ndo foram verificadas para todos os individuos da Populacdo, pelo que também ndo
podemos afirmar que sédo verdadeiras !

Existe, assim, um certo grau de incerteza (percentagem de erro) que € medido em termos de
Probabilidade.

Considerando o que foi dito anteriormente sobre a Estatistica Indutiva, precisamos aqui da nocéo de
Probabilidade, para medir o grau de incerteza que existe, quando tiramos uma concluséo para a
populacéo, a partir da observacéo da amostra.

8- Dados, tabelas e graficos

Distribuicéo de frequéncia

Quando da analise de dados, € comum procurar conferir certa ordem aos nimeros tornando-os
visualmente mais amigaveis. O procedimento mais comum é o de divisdo por classes ou categorias,
verificando-se o nimero de individuos pertencentes a cada classe.

1. Determina-se 0 menor e o maior valor para 0 conjunto:

2. Definir o limite inferior da primeira classe (Li) que deve ser igual ou ligeiramente inferior ao menor
valor das observacgoes:

3. Definir o limite superior da ultima classe (Ls) que deve ser igual ou ligeiramente superior ao maior
valor das observacgdes:

4. Definir o nimero de classes (K), que sera calculado usando k= \"{’E . Obrigatoriamente deve estar
compreendido entre 5 a 20.

5. Conhecido o niimero de classes define-se a amplitude de cada classe:

6. Com o conhecimento da amplitude de cada classe, define-se os limites para cada classe (inferior e
superior)

DistribuicBes simétricas
A distribuicdo das frequéncias faz-se de forma aproximadamente simétrica, relativamente a uma
classe média

Caso especial de uma distribuicdo simétrica
Quando dizemos que os dados obedecem a uma distribuicdo normal, estamos tratando de dados que
distribuem-se em forma de sino.

PROF. ME. JAMUR SILVEIRA



WWW.PROFESSORJAMUR.COM.BR

Distribuicdes Assimétricas
A distribuicdo das freqiiéncias apresenta valores menores num dos lados:

enviezada para a direita enviezada para a ezquerda

Distribuicdes com "caudas" longas
Observamos que nas extremidades ha uma grande concentragcdo de dados em relagdo aos
concentrados na regido central da distribuigéo.

9- Medidas de tendéncia Central

As mais importantes medidas de tendéncia central sdo a média aritmética, média aritmética para
dados agrupados, média aritmética ponderada, mediana, moda, média geométrica, média harmdnica,
quartis. Quando se estuda variabilidade, as medidas mais importantes sdo: amplitude, desvio padrao
e variancia.

Medidas
e
Média aritmética i " il
Média aritmética para dados S -
agrupados f.f,
L L B +P,
Média aritmética ponderada B S—

[LTLT

1) Se n é impar, o valor é central, 2) se n é par, 0

Mediana valor € a média dos dois valores centrais
Moda Valor que ocorre com mais frequéncia.
Média geométrica =X K

n + 1
Média harmdnica 1y

'xl

. . o

Quartil 0 = [plsug-0.23 Afind4+{025- plind)] » il

Sendo a média uma medida tdo sensivel aos dados, € preciso ter cuidado com a sua utilizagéo, pois
pode dar uma imagem distorcida dos dados.

Pode-se mostrar, que quando a distribuicdo dos dados € "normal”, entdo a melhor medida de
localizagéo do centro, é a média.

Sendo a Distribuicdo Normal uma das distribuicdes mais importantes e que surge com mais
frequéncia nas aplicacdes, (esse fato justifica a grande utilizagdo da média).

A média possui uma particularidadebastante interessante, que consiste no seguinte:

se calcularmos os desvios de todas as observacgfes relativamente a média e somarmos esses
desvios o resultado obtido é igual a zero.

A média tem uma outra caracteristica, que torna a sua utilizagdo vantajosa em certas aplicagdes:
Quando o que se pretende representar é a quantidade total expressa pelos dados, utiliza-se a média.
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Na realidade, ao multiplicar a média pelo nimero total de elementos, obtemos a quantidade
pretendida.

9.1- Moda

Define-se moda como sendo: o valor que surge com mais frequiéncia se os dados s&o discretos, ou, 0
intervalo de classe com maior freqiiéncia se os dados sé&o continuos.

Assim, da representacéo grafica dos dados, obtém-se imediatamente o valor que representa a moda
ou a classe modal

Esta medida é especialmente (til para reduzir a informagdo de um conjunto de dados qualitativos,
apresentados sob a forma de nomes ou categorias, para 0s quais ndo se pode calcular a média e por
vezes a mediana.

9.2- Mediana

A mediana, € uma medida de localizagcdo do centro da distribuigdo dos dados, definida do seguinte
modo:

Ordenados os elementos da amostra, a mediana é o valor (pertencente ou nao a amostra) que a
divide ao meio, isto €, 50% dos elementos da amostra sdo menores ou iguais a mediana e 0s outros
50% s&o maiores ou iguais a mediana

Para a sua determinacéo utiliza-se a seguinte regra, depois de ordenada a amostra de n elementos:
Se n é impar, a mediana é o elemento médio.

Se n é par, a mediana é a semi-soma dos dois elementos médios.

9.3-Consideragdes a respeito de Média e Mediana

Se se representarmos os elementos da amostra ordenada com a seguinte notagéo: X1:n, X2:n, ...,
Xn:n

entdo uma expresséo para o célculo da mediana seré:

Como medida de localizagéo, a mediana é mais robusta do que a média, pois ndo é tdo sensivel aos
dados.

1- Quando a distribuigdo é simétrica, a média e a mediana coincidem.

2- A mediana nao é tdo sensivel, como a média, as observac¢fes que sdo muito maiores ou muito
menores do que as restantes (outliers). Por outro lado a média reflete o valor de todas as
observacdes.

Como ja vimos, a média ao contrario da mediana, é uma medida muito influenciada por valores "muito
grandes" ou "muito pequenos”, mesmo que estes valores surjam em pequeno nimero ha amostra.
Estes valores sdo os responséaveis pela ma utilizagdo da média em muitas situacdes em que teria
mais significado utilizar a mediana.

A partir do exposto, deduzimos que se a distribuicdo dos dados:

1. for aproximadamente simétrica, a média aproxima-se da mediana

2. for enviesada para a direita (alguns valores grandes como "outliers"), a média tende a ser maior
que a mediana

3. for enviesada para a esquerda (alguns valores pequenos como "outliers"), a média tende a ser
inferior & mediana.

10 - Medidas de dispersao

Introducéo

No capitulo anterior, vimos algumas medidas de localizagao do centro de uma distribuicdo de dados.
Veremos agora como medir a variabilidade presente num conjunto de dados através das seguintes
medidas:

10.1- Medidas de dispersao

Um aspecto importante no estudo descritivo de um conjunto de dados, € o da determinagéo da
variabilidade ou disperséo desses dados, relativamente a medida de localizacéo do centro da
amostra.

Supondo ser a média, a medida de localizagdo mais importante, sera relativamente a ela que se
define a principal medida de disperséo - a variancia, apresentada a seguir.

10.2- Variancia
Define-se a variancia, como sendo a medida que se obtém somando os quadrados dos desvios das
observacgfes da amostra, relativamente a sua média, e dividindo pelo nimero de observacdes da
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amostra menos um.

E{xl—méd:’cz]l*
n-1

10.3- Desvio-padrao

Uma vez que a variancia envolve a soma de quadrados, a unidade em que se exprime nao € a
mesma que a dos dados. Assim, para obter uma medida da variabilidade ou dispersdo com as
mesmas unidades que os dados, tomamos a raiz quadrada da variancia e obtemos o desvio padrao:
O desvio padrdo € uma medida que s6 pode assumir valores ndo negativos e quanto maior for, maior
sera a disperséo dos dados.

Algumas propriedades do desvio padréo, que resultam imediatamente da defini¢cdo, séo:

o desvio padrdo serd maior, quanta mais variabilidade houver entre os dados.

(x1 - madia)

2
n-1

E

17. PROPABILIDADE

Nocdes de Probabilidade

A histéria da teoria das probabilidades, teve inicio com o0s jogos de cartas, dados e de roleta.
Esse é o motivo da grande existéncia de exemplos de jogos de azar no estudo da
probabilidade. A teoria da probabilidade permite que se calcule a chance de ocorréncia de um
namero em um experimento aleatorio.

Experimento Aleatorio

E aquele experimento que quando repetido em iguais condicdes, podem fornecer resultados
diferentes, ou seja, séo resultados explicados ao acaso. Quando se fala de tempo e
possibilidades de ganho na loteria, a abordagem envolve calculo de experimento aleatério.
Espaco Amostral

E o conjunto de todos os resultados possiveis de um experimento aleatério. A letra que
representa o espaco amostral, é S.

Conceito de probabilidade
Se num fendmeno aleatério as possibilidades sdo igualmente provaveis, entdo a probabilidade de
ocorrer um evento A é:

mimero de casos favorawveis

P(A) =

mimero de casos possivels
Por, exemplo, no lancamento de um dado, um nimero par pode ocorrer de 3 maneiras diferentes
dentre 6 igualmente provaveis, portanto, P = 3/6= 1/2 = 50%
Dizemos que um espaco amostral S (finito) € equiprovavel quando seus eventos elementares tém
probabilidades iguais de ocorréncia.
Num espaco amostral equiprovavel S (finito), a probabilidade de ocorréncia de um evento A é
sempre:

mimere de elementos de & x2(A)

P(A) =

mimero de elementos de S aa)
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Exempilo:

Uma urna tem 30 bolas, sendo 10 vermelhas e 20 azuis. Se ocorrer um sorteio de 2 bolas,
uma de cada vez e sem reposicao, qual serd a probabilidade de a primeira ser vermelha e a
segunda ser azul?

Resolucao:

Seja 0 espaco amostral S=30 bolas, bolinhas e considerarmos os seguintes eventos:

A: branca na primeira retirada e P(A) = 10/30

B: preta na segunda retirada e P(B) = 20/29

Assim:

P(A e B) = P(A).(B/A) = 10/30.20/29 = 20/87

Exemplo:

Uma urna tem 30 bolas, sendo 10 vermelhas e 20 azuis. Se sortearmos 2 bolas, 1 de cada vez
e respondo a sorteada na urna, qual sera a probabilidade de a primeira ser branca e a segunda
ser preta?

Resolucao:

Como os eventos sao independentes, a probabilidade de sair vermelha na primeira retirada e
azul na segunda retirada é igual ao produto das probabilidades de cada condi¢do, ou seja, P(A
e B) = P(A).P(B). Ora, a probabilidade de sair vermelha na primeira retirada “e 10/30 e a de sair azul
na segunda retirada 20/30. Dai, usando a regra do produto, temos:

10/30.20/30=2/9.

Observe que na segunda retirada forma consideradas todas as bolas, pois houve reposi¢ao.
Assim, P(B/A) =P(B), porque o fato de sair bola vermelha na primeira retirada n&o influenciou

a segunda retirada, ja que ela foi reposta na urna.

Exemplo: Se dois dados, azul e branco, forem langados, qual a probabilidade de sair 5 no azul
e 3 no branco?

Considerando os eventos:

A: Tirar 5 no dado azul e P(A) = 1/6

B: Tirar 3 no dado branco e P(B) = 1/6

Sendo S o espaco amostral de todos os possiveis resultados, temos:

n(S) = 6.6 = 36 possibilidades. Dai, temos:P(A ou B) = 1/6 + 1/6 — 1/36 = 11/36

Exemplo: Se retirarmos aleatoriamente uma carta de baralho com 52 cartas, qual a
probabilidade de ser um 8 ou um Rei?

Sendo S o espaco amostral de todos os resultados possiveis, temos: n(S) = 52 cartas.
Considere os eventos:

A: sair 8 e P(A) = 8/52

B: sair um rei e P(B) = 4/52

Assim, P(A ou B) = 4/52 + 4/52 — 0 = 8/52 = 2/13. Note que P(A e B) = 0, pois uma carta

nao pode ser 8 e rei a0 mesmo tempo. Quando isso ocorre dizemos que 0s eventos A e B sdo
mutuamente exclusivos.

18. ANALISE COMBINATORIA

Foi a necessidade de calcular o nimero de possibilidades existentes nos chamados jogos de azar
que levou ao desenvolvimento da Andlise Combinatdéria, parte da Matematica que estuda os métodos
de contagem. Esses estudos foram iniciados ja no século XVI, pelo matematico italiano Niccollo
Fontana (1500-1557), conhecido como Tartaglia. Depois vieram os franceses Pierre de Fermat (1601-
1665) e Blaise Pascal (1623-1662).
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A Andlise Combinatéria visa desenvolver métodos que permitam contar - de uma forma indireta - o
namero de elementos de um conjunto, estando esses elementos agrupados sob certas condi¢cdes.

2 - Fatorial

Seja n um ndmero inteiro ndo negativo. Definimos o fatorial de n (indicado pelo simbolo n!' ) como
sendo:

n'=n.(n-1).(n-2)... .43.21paran32.

Paran=0, teremos: 0! =1.
Paran=1,teremos:1/=1

Exempilos:

a)6!=6.54.3.21=720
b)4!=4321=24

C) observe que 6! = 6.5.4!
d) 10! =10.9.8.7.6.5.4.3.2.1
e) 10! =10.9.8.7.6.5!

f) 10! = 10.9.8!

3 - Principio fundamental da contagem - PFC

Se determinado acontecimento ocorre em n etapas diferentes, e se a primeira etapa pode ocorrer de
k; maneiras diferentes, a segunda de k, maneiras diferentes, e assim sucessivamente, entao o
namero total T de maneiras de ocorrer o acontecimento é dado por:

T=Kki ky. ks ... ky

Exemplo:

O DETRAN decidiu que as placas dos veiculos do Brasil serdo codificadas usando-se 3 letras do
alfabeto e 4 algarismos. Qual o nUmero maximo de veiculos que podera ser licenciado?

Solugéo:

Usando o raciocinio anterior, imaginemos uma placa genérica do tipo PWR-USTZ.

Como o alfabeto possui 26 letras e nosso sistema numérico possui 10 algarismos (de 0 a 9),
podemos concluir que: para a 12 posi¢cdo, temos 26 alternativas, e como pode haver repeticdo, para a
22, e 32 também teremos 26 alternativas. Com relagéo aos algarismos, concluimos facilmente que
temos 10 alternativas para cada um dos 4 lugares. Podemos entédo afirmar que o nimero total de
veiculos que podem ser licenciados seréa igual a: 26.26.26.10.10.10.10 que resulta em 175.760.000.
Observe gue se no pais existissem 175.760.001 veiculos, o sistema de cédigos de emplacamento
teria que ser modificado, j& que ndo existiriam ndmeros suficientes para codificar todos os

veiculos. Perceberam?

4 - Permutaces simples
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4.1 - Permutacdes simples de n elementos distintos sdo os agrupamentos formados com todos
0s n elementos e que diferem uns dos outros pela ordem de seus elementos.

Exemplo: com os elementos A,B,C sdo possiveis as seguintes permutacfes: ABC, ACB, BAC, BCA,
CAB e CBA.

4.2 - O numero total de permutacdes simples de n elementos distintos é dado por n!, isto é
P,=n! onde n!=n(n-1)(n-2)....1.

Exempilos:

a) P¢=6!=6.5.43.21=720

b) Calcule o nimero de formas distintas de 5 pessoas ocuparem os lugares de um banco retangular
de cinco lugares.

Ps=5!=54.3.21=120

4.3 - Denomina-se ANAGRAMA o agrupamento formado pelas letras de uma palavra, que podem ter
ou nao significado na linguagem comum.

Exemplo:

Os possiveis anagramas da palavra REI s&o:
REI, RIE, ERI, EIR, IRE e IER.

5 - Permutac¢des com elementos repetidos

Se entre 0s n elementos de um conjunto, existem a elementos repetidos, b elementos
repetidos, ¢ elementos repetidos e assim sucessivamente , 0 nimero total de permutacdes que
podemos formar é dado por:

plede.) _ !
* alblel.

Exemplo:

Determine o nimero de anagramas da palavra MATEMATICA.(ndo considere o acento)

Solugéo:

Temos 10 elementos, com repeticdo. Observe que a letra M esté repetida duas vezes, a letra A trés ,
a letra T, duas vezes. Na férmula anterior, teremos: n=10, a=2, b=3 e ¢=2. Sendo k o0 numero
procurado, podemos escrever:

k=10!/(2!.3!.2!) = 151200

Resposta: 151200 anagramas.

6 - Arranjos simples
6.1 - Dado um conjunto com n elementos, chama-se arranjo simples de taxa k , a todo agrupamento

de k elementos distintos dispostos numa certa ordem. Dois arranjos diferem entre si, pela ordem de
colocagédo dos elementos. Assim, no conjunto E = {a,b,c}, teremos:
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a) arranjos de taxa 2: ab, ac, bc, ba, ca, cb.
b) arranjos de taxa 3: abc, acb, bac, bca, cab, cba.

6.2 - Representando o numero total de arranjos de n elementos tomados k a k (taxa k) por A, ,
teremos a seguinte formula:

#l

A — —
e ]
Obs : é facil perceber que A, , = n! = P, (Verifique)
Exemplo:

Um cofre possui um disco marcado com os digitos 0,1,2,...,9. O segredo do cofre € marcado por uma
sequéncia de 3 digitos distintos. Se uma pessoa tentar abrir o cofre, quantas tentativas devera
fazer(no maximo) para conseguir abri-lo?

Solugéo:

As sequéncias serdo do tipo xyz. Para a primeira posi¢do teremos 10 alternativas, para a segunda, 9
e para a terceira, 8. Podemos aplicar a férmula de arranjos, mas pelo principio fundamental de
contagem, chegaremos ao mesmo resultado:

10.9.8 = 720.

Observe que 720 = Ajo3

7 - Combinacg6es simples

7.1 - Denominamos combinacdes simples de n elementos distintos tomados k a k (taxa k) aos
subconjuntos formados por k elementos distintos escolhidos entre os n elementos dados. Observe
que duas combinag8es séo diferentes quando possuem elementos distintos, ndo importando a ordem
em que os elementos sdo colocados.

Exemplo:

No conjunto E={a,b.c,d} podemos considerar:

a) combinacdes de taxa 2: ab, ac, ad,bc,bd, cd.

b) combinacdes de taxa 3: abc, abd,acd,bcd.

c) combinagdes de taxa 4: abcd.

7.2 - Representando por C,,x 0 nimero total de combinag@es de n elementos tomados k a k (taxa k) ,
temos a seguinte férmula:

L 7!

O T -l

Nota: o nUmero acima € também conhecido como NUmero binomial e indicado por:
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1l

ﬁJ:k!(m—kj!

Exemplo:

Uma prova consta de 15 questfes das quais o aluno deve resolver 10. De quantas formas ele podera
escolher as 10 questbes?

Solucéo:

Observe que a ordem das questdes ndo muda o teste. Logo, podemos concluir que trata-se de um
problema de combinagéo de 15 elementos com taxa 10.

Aplicando simplesmente a férmula chegaremos a:
Cis10 = 15! /[(15-10)! . 10! = 15! / (5! . 10!) = 15.14.13.12.11.10! / 5.4.3.2.1.10! = 3003

Agora que vocé viu o resumo da teoria, tente resolver os 3 problemas seguintes:

01 - Um coquetel é preparado com duas ou mais bebidas distintas. Se existem 7 bebidas distintas,
quantos coquetéis diferentes podem ser preparados?
Resp: 120

02 - Sobre uma circunferéncia sdo marcados 9 pontos distintos. Quantos triangulos podem ser
construidos com vértices nos 9 pontos marcados?
Resp: 84

03 - Uma familia com 5 pessoas possui um automoével de 5 lugares. Sabendo que somente 2 pessoas
sabem dirigir, de quantos modos poderdo se acomodar para uma viagem?

Resp: 48

Exercicio resolvido:

Um saldo tem 6 portas. De quantos modos distintos esse saldo pode estar aberto?
Solugéo:

Para a primeira porta temos duas op¢des: aberta ou fechada

Para a segunda porta temos também, duas opg¢fes, e assim sucessivamente.

Para as seis portas, teremos entéo, pelo Principio Fundamental da Contagem - PFC:
N=222222=64

Lembrando que uma dessas op¢8es corresponde a todas as duas portas fechadas, teremos

entdo que o nimero procurado € igual a 64 - 1 =63.

Resposta: 0 saldo pode estar aberto de 63 modos possiveis.
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19. RACIOCINIO LOGICO

l. INTRODUCAO

1. Légica Formal.

Embora existam muitas definicdbes para o campo de estudo da légica, essas definicbes nao
diferem essencialmente umas das outras; ha um certo consenso entre os autores de que a Ldogica
tem, por objeto de estudo, as leis gerais do pensamento, e as formas de aplicar essas leis
corretamente na investigacdo da verdade.

Embora tenham sido encontrados na india, textos sobre esse assunto, escritos em épocas
remotas, é tradicionalmente aceito que a Légica tenha nascido na Grécia Antiga, por volta do século
IV antes de Cristo. Os primeiros trabalhos sobre Légica sdo devidos a Parménides, Zenédo, e ao
grupo conhecido como “sofistas”, mas o verdadeiro criador da Logica é, sem dlvida, Aristételes, pois
foi ele quem sistematizou e organizou esse conhecimento, elevando-o a categoria de ciéncia. Em sua
obra chamada Organum (que, em tradugdo livre, significa “ferramenta”) Aristoteles estabeleceu
principios téo gerais e tdo soélidos que dominou o pensamento ocidental durante dois mil anos, e até
hoje séo considerados validos.

Aristételes tinha como objetivo a busca da verdade, e, para isso, procurava caracterizar 0s
instrumentos de que se servia a razdo, nessa busca. Em outras palavras, Aristételes se preocupava
com as formas de raciocinio que, a partir de conhecimentos considerados verdadeiros, permitiam
obter novos conhecimentos. Caberia, pois, a Logica, a formulacéo de leis gerais de encadeamentos
de conceitos e juizos que levariam a descoberta de novas verdades.

Essa forma de encadeamento é chamado, em Ldgica, de argumento, enquanto as afirmagfes
envolvidas sdo chamadas proposi¢des; um argumento €, pois, um conjunto de proposi¢des tal que se
afirme que uma delas é derivada das demais; usualmente, a proposicdo derivada é chamada
concluséo, e as demais, premissas. Em um argumento valido, as premissas sdo consideradas provas
evidentes da verdade da concluséo.

Eis um exemplo de argumento:
Se eu ganhar na Loteria, serei rico
Eu ganhei na Loteria
Logo, sou rico

Como a conclusdo “sou rico” € uma decorréncia légica das duas premissas, esse argumento
€ considerado valido.

E preciso deixar claro que a Ldgica se preocupa com o relacionamento entre as premissas e
a conclusdo, com a estrutura e a forma do raciocinio, e ndo com seu conteldo, isto é, com as
proposi¢des tomadas individualmente. Em outras palavras, ndo é objeto da Légica saber se quem
ganha na Loteria fica rico ou ndo, ou se eu ganhei ou ndo na Loteria. O objeto da Ldgica é determinar
se a conclusdo é ou ndo uma consequéncia légica das premissas. Por esse motivo, por que o objeto
da Ldégica é a forma pela qual o raciocinio esta estruturado, a Logica costuma receber o nome de
Légica Formal.

A validade do argumento esta diretamente ligada a forma pela qual ele se apresenta, como
pode ser mostrado pelo enunciado abaixo,

Se eu ganhar na Loteria, serei rico
N&o ganhei na Loteria
Logo, ndo sou rico
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que, embora seja semelhante ao anterior, tem outra forma, e, nessa forma, a concluséo nédo se segue
logicamente das premissas, e, portanto, ndo € um argumento valido.

2. Deducéo e Inducédo.

A Logica dispde de duas ferramentas principais que podem ser utilizadas pelo pensamento na
busca de novos conhecimentos: a deducédo e a indugdo, que dao origem a dois tipos de argumentos,
dedutivos e indutivos. Os argumentos dedutivos pretendem que suas premissas fornegam uma prova
conclusiva da veracidade da conclusdo. Um argumento dedutivo é valido quando suas premissas, se
verdadeiras, fornecem provas convincentes para sua conclusao, isto €, quando for impossivel que as
premissas sejam verdadeiras e a conclusdo falsa; caso contrario, o argumento dedutivo é dito
invalido. Os dois argumentos citados anteriormente sdo do tipo dedutivo, o primeiro valido e o
segundo invalido.

Os argumentos indutivos, por outro lado, ndo pretendem que suas premissas fornecam provas
cabais da veracidade da conclusdo, mas apenas que fornecam indicacfes dessa veracidade. Veja
um exemplo de argumento indutivo:

Joguei uma pedra no lago, e a pedra afundou;

Joguei outra pedra no lago e ela também afundou;

Joguei mais uma pedra no lago, e também esta afundou;
Logo, se eu jogar uma outra pedra no lago, ela vai afundar.

Os termos “validos” e “invalidos” ndo se aplicam aos argumentos indutivos; eles costumam
ser avaliados de acordo com a maior ou menor possibilidade com que suas conclusdes sejam
estabelecidas.

Costuma-se dizer que os argumentos indutivos partem do particular para o geral, isto é, a
partir de observacdes particulares, procura estabelecer regras gerais, que, no caso das ciéncias
naturais, devem ser provadas por outros meios; os argumentos dedutivos, por seu lado, partem de
regras gerais para estabelecer a veracidade de acontecimentos particulares. O desenvolvimento da
ciéncia tem dependido, em grande parte, da habilidade em combinar os dois tipos de raciocinio.

3. Logica Classica e Logica Simbolica.

Os argumentos formulados em uma linguagem natural, como o inglés ou portugués, sdo, muitas
vezes, de dificil avaliacdo, principalmente por causa da ambiguidade inerente as linguagens naturais,
e das construgBes as vezes vagas ou confusas dos termos. Em virtude desses fatos, a partir dos
trabalhos de George Boole, em meados do século XIX, foram sendo utilizados cada vez mais
simbolos de origem matematica para expressar os enunciados e raciocinios da Légica. A Logica
apresentada dessa forma é chamada Légica Matematica ou Logica Simbdlica, enquanto a Logica
baseada em linguagem natural € chamada Ldgica Classica.

A medida que a Légica Simbdlica desenvolve sua propria linguagem técnica, vem se tornando um
instrumento cada vez mais poderoso para a analise e a deducdo dos argumentos. A utilizacdo de
uma simbologia matematica ajuda a expor, com maior clareza, as estruturas légicas das proposicfes
e dos argumentos, que podem nao ficar suficientemente claras se expressa em linguagem natural.

Uma outra vantagem da utilizacdo de uma linguagem simbdlica para a Ldogica € a possibilidade
de utilizacdo de recursos computacionais no tratamento de enunciados e argumentos; 0sS
computadores digitais se mostram bastante adequados a manipulagdo de simbolos, enquanto
apresentam extrema dificuldade no tratamento de linguagem natural. Em 1965, um pesquisador
chamado Robinson desenvolveu um procedimento computacional para a deducdo, chamado
Resolucao, evidenciando as vantagens da utilizacao de uma linguagem simbdlica para a Légica.

I. NOCOES DE LOGICA

Proposicao
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Denomina-se proposicao a toda sentenga, expressa em palavras ou simbolos, que exprima
um juizo ao qual se possa atribuir, dentro de certo contexto, somente um de dois valores Idgicos
possiveis:

verdadeiro ou falso.

Somente as sentencas declarativas pode-se atribuir valores de verdadeiro ou falso, o que
ocorre quando a sentenca €, respectivamente, confirmada ou negada. De fato, ndo se pode atribuir
um valor de verdadeiro ou falso as demais formas de sentengcas como as interrogativas, as
exclamativas e outras, embora elas também expressem juizos.

Sao exemplos de proposicfes as seguintes sentencas declarativas:

O numero 6 é par.

O numero 15 néo é primo.

Todos os homens sdo mortais.

Nenhum porco espinho sabe ler.

Alguns canérios ndo sabem cantar.

Se vocé estudar bastante, entdo aprendera tudo.
Eu falo inglés e espanhol.

Miriam quer um sapatinho novo ou uma boneca.

N&o séo proposicdes:

Qual é o seu nome?
Preste atencédo ao sinal.
Carambal!

Proposicdo Simples

Uma proposicdo € dita proposi¢ao simples ou proposi¢do atdmica quando ndo contém
gualquer outra proposi¢do como sua componente. Isso significa que ndo é possivel encontrar como
parte de uma proposicdo simples alguma outra proposicao diferente dela. Ndo se pode subdividi-la
em partes menores tais que alguma delas seja uma nova proposi¢ao.

Exemplo:

A sentencga “Cintia é irma de Mauricio” € uma proposicdo simples, pois ndo é possivel
identificar como parte dela qualquer outra proposi¢céo diferente. Se tentarmos separa-la em duas ou
mais partes menores nenhuma delas serd uma proposicao nova.

Proposicdo Composta

Uma proposicao que contenha qualquer outra como sua parte componente € dita proposicao
composta ou proposi¢cdo molecular. Isso quer dizer que uma proposicao € composta quando se
pode extrair como parte dela, uma nova proposigao.

Conectivos Loégicos

Existem alguns termos e expressdes que estdo frequentemente presentes nas proposicoes
compostas, tais como néo, €, ou, se ... entdo e se e somente se aos quais denominamos conectivos
I6gicos. Os conectivos l6gicos agem sobre as proposigdes a que estdo ligados de modo a criar novas
proposicoes.

Exemplo:

A sentenga “Se x ndo é maior que y, entdo x € igual a y ou x € menor que y’ € uma
proposi¢gao composta na qual se pode observar alguns conectivos légicos (“ndo”, “se ... entdo” e “ou”)
que estdo agindo sobre as proposi¢des simples “x € maior que y”, “x é igual a y” e “x € menor que y”.

Uma propriedade fundamental das proposi¢cdes compostas que usam conectivos logicos é
que o seu valor ldgico (verdadeiro ou falso) fica completamente determinado pelo valor I6gico de cada
proposi¢cao componente e pela forma como estas sejam ligadas pelos conectivos I6gicos utilizados,

conforme estudaremos mais adiante.
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As proposi¢cdes compostas podem receber denominagfes especiais, conforme o conectivo
I6gico usado para ligar as proposi¢cdes componentes.

Conjuncéo: AeB

Denominamos conjuncédo a proposicdo composta formada por duas proposicdes quaisquer

que estejam ligadas pelo conectivo “e”.
A conjuncao A e B pode ser representada simbolicamente como:

AAB

Exemplo:

Dadas as proposicdes simples:
A: Alberto fala espanhol.
B: Alberto é universitario.

Se as proposicdes A e B forem representadas como conjuntos através de um diagrama, a
conjungao "A A B” correspondera a intersegédo do conjunto A com o conjunto B.

ANB.

AnB

Uma conjuncédo é verdadeira somente quando as duas proposi¢cdes que a compdem forem
verdadeiras, Ou seja, a conjungdo "A A B” é verdadeira somente quando A é verdadeira e B é
verdadeira também. Por isso dizemos que a conjun¢do exige a simultaneidade de condi¢des.

Na tabela-verdade, apresentada a seguir, podemos observar os resultados da conjungao “A e
B” para cada um dos valores que A e B podem assumir.

AAB

TS <|>
M T<|0
M <>

Disjuncédo: Aou B

PROF. ME. JAMUR SILVEIRA



WWW.PROFESSORJAMUR.COM.BR

Denominamos disjuncdo a proposi¢cdo composta formada por duas proposicées quaisquer
que estejam ligadas pelo conectivo “ou”.
A disjuncéo A ou B pode ser representada simbolicamente como:

AvB

Exemplo:
Dadas as proposicdes simples:

A: Alberto fala espanhol.
B: Alberto é universitario.

A disjungao “A ou B” pode ser escrita como:
A v B: Alberto fala espanhol ou € universitario.

Se as proposi¢bes A e B forem representadas como conjuntos através de um diagrama, a
disjuncéo “A v B” correspondera a unido do conjunto A com o conjunto B.

AuB

Uma disjuncao é falsa somente quando as duas proposi¢des que a compdem forem falsas.
Ou seja, a disjungdo “A ou B” é falsa somente quando A é falsa e B é falsa também. Mas se A for
verdadeira ou se B for verdadeira ou mesmo se ambas, A e B, forem verdadeiras, entdo a disjuncéo
serd verdadeira. Por isso dizemos que, ao contrario da conjuncao, a disjuncdo ndo necessita da
simultaneidade de condicbes para ser verdadeira, bastando que pelo menos uma de suas
proposicoes componentes seja verdadeira.

Na tabela-verdade, apresentada a seguir, podemos observar os resultados da disjungao “A
ou B” para cada um dos valores que A e B podem assumir.

| AvB

mn< <|p
m< <l
M < <

Condicional: Se A entdao B

Denominamos condicional a proposicao composta formada por duas proposicdes quaisquer
que estejam ligadas pelo conectivo “Se ... entdo” ou por uma de suas formas equivalentes.
A proposig¢ao condicional “Se A, entdo B” pode ser representada simbolicamente como:

A—B
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Exemplo:
Dadas as proposicdes simples:

A: José é alagoano.

B: José é brasileiro.
A condicional “Se A, entdo B” pode ser escrita como:
A — B: Se José é alagoano, entao José é brasileiro.

Na proposi¢ao condicional “Se A, entdo B” a proposi¢cdo A, que é anunciada pelo uso da
conjungao “se”, € denominada condicdo ou antecedente enquanto a proposicdo B, apontada pelo

advérbio “entdo” é denominada conclusao ou consequente.
As seguintes expressdes podem ser empregadas como equivalentes de “Se A, entédo B”:

Se A, B.
B, se A.
Todo A é B.
A implica B.
A somente se B.
A é suficiente para B.
B é necessério para A.

Se as proposicdes A e B forem representadas como conjuntos através de um diagrama, a disjungéo
“A v B” correspondera a unido do conjunto A com o conjunto B.

AcB

Uma condicional “Se A entdo B” é falsa somente quando a condicdo A é verdadeira e a
conclusdo B é falsa, sendo verdadeira em todos 0s outros casos. Isto significa que numa proposicao
condicional, a Unica situagdo que ndo pode ocorrer € uma condicdo verdadeira implicar uma
concluséo falsa.

Na tabela-verdade apresentada a seguir podemos observar os resultados da proposicédo
condicional “Se A entdo B” para cada um dos valores que A e B podem assumir.

| | A>B

< <|>
m< <\
<<mL|)

Bicondicional: A se e somente se B

Denominamos bicondicional a proposi¢cdo composta formada por duas proposi¢cfes quaisquer
que estejam ligadas pelo conectivo “se e somente se”.
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A proposigao bicondicional “A se e somente se B” pode ser representada simbolicamente
como:

A< B

Exemplo:
Dadas as proposicdes simples:
A: Adalberto € meu tio.
B: Adalberto é irm&o de um de meus pais.

A proposigao bicondicional “A se e somente se B” pode ser escrita como:
A —B: Adalberto é meu tio se e somente se Adalberto é irmédo de um de meus pais.

Como o préprio nome e simbolo sugerem, uma proposi¢cao bicondicional “A se e somente se
B” equivale a proposigao composta “se A entdo B”.

Podem-se empregar também como equivalentes de “A se e somente se B” as seguintes
expressoes:

A se e s6 se B.
Todo A é B etodo B é A.

Todo A é B e reciprocamente.

Se A entéo B e reciprocamente.
A somente se B e B somente se A.
A é necessario e suficiente para B.

A é suficiente para B e B é suficiente para A.
B é necessario para A e A é necessario para B.

Se as proposi¢cBes A e B forem representadas como conjuntos através de um diagrama, a proposi¢ao
bicondicional “A se e somente se B” correspondera a igualdade dos conjuntos A e B.

A proposicao bicondicional “A se e somente se B” é verdadeira somente quando A e B tém
0 mesmo valor l6gico (ambas sdo verdadeiras ou ambas séo falsas), sendo falsa quando A e B tém
valores légicos contrarios.

Na tabela-verdade, apresentada a seguir, podemos observar os resultados da proposicao
bicondicional “A se e somente se B” para cada um dos valores que A e B podem assumir.

|A¢> B

mn<</>
nm< <O
<M<

Negacédo: Ndo A

Dada uma proposicao qualquer A denominamos negacdo de A a proposicdo composta que
se obtém a partir da proposicao A acrescida do conectivo logico “ndo” ou de outro equivalente.
A negacgéo “ndo A” pode ser representada simbolicamente como:
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~A

Podem-se empregar, também, como equivalentes de “ndo A” as seguintes expressoes:

Né&o é verdade que A.
E falso que A.

Se a proposicdo A for representada como conjunto através de um diagrama, a negag¢ao “néo
A” correspondera ao conjunto complementar de A.

A

Uma proposicao A e sua negagéo “nao A” terao sempre valores légicos opostos.
Na tabela-verdade, apresentada a seguir, podemos observar os resultados da negagéo “néo
A” para cada um dos valores que A pode assumir.

Tautologia

Uma proposi¢do composta formada pelas proposicées A, B, C, ... é uma tautologia se ela for
sempre verdadeira, independentemente dos valores légicos das proposicées A, B, C, ... que a
compdem.
Exemplo:

A proposicado “Se (A e B) entdo (A ou B)” é uma tautologia, pois é sempre verdadeira,

independentemente dos valores logicos de A e de B, como se pode observar na tabela-verdade
abaixo:

B | (AeB)>(AouB)

<L <| >
m< <0
<< <<

Contradicéo
Uma proposicao composta formada pelas proposi¢cdes A, B, C, ... € uma contradicéo se ela

for sempre falsa, independentemente dos valores l6gicos das proposicbes A, B, C, ... que a
compdem.
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Exemplo:

A proposicdo “A se e somente se ndo A” € uma contradigdo, pois é sempre falsa,
independentemente dos valores légicos de A e de ndo A, como se pode observar na tabela-verdade
abaixo:

A | ~A | A¢e>~A
Y F F
F Vv F

Negacdo de Proposicdes Compostas

Um problema de grande importancia para a légica € o da identificacdo de proposicdes
equivalentes a negacédo de uma proposicao dada. Negar uma proposicao simples é uma tarefa que
nao oferece grandes obstaculos. Entretanto, podem surgir algumas dificuldades quando procuramos
identificar a negacdo de uma proposi¢do composta.

Como vimos anteriormente, a negacdo de uma proposicdo deve Ter sempre valor légico
oposto ao da proposicdo dada. Deste modo, sempre que uma proposicdo A for verdadeira, a sua
negacao ndo A deve ser falsa e sempre que A for falsa, ndo A deve ser verdadeira.

Em outras palavras, a negacdo de uma proposi¢édo deve ser contraditoria com a proposicao
dada.

A tabela abaixo mostra as equivaléncias mais comuns para as negacdes de algumas
proposicdes compostas:

Proposicao Negacao direta Equivalente da Negacao
AeB N&o (AeB) N&o A ou ndo B
AouB N&o (A ou B) Nédo AendoB

Se A entdo B N&o (se A entédo B) AendoB
Asee Nédo (Asee [(A e ndoB)ou

somente se B somente se B) (B e ndo A)]

Todo AéB Nao (todo A € B) Algum AndoeB

Algum A éB Néo (algum A é B) Nenhum A é B

Argumento

Denomina-se argumento a relagdo que associa um conjunto de proposi¢cbes P1, P2, ... Pn,
chamadas premissas do argumento, a uma proposicdo C a qual chamamos de conclusdo do
argumento.

No lugar dos termos premissa e conclusdo podem ser usados os correspondentes hipotese
e tese, respectivamente.

Os argumentos que tém somente duas premissas sédo denominados silogismos.

Assim, sao exemplos de silogismos 0s seguintes argumentos:
l. P1: Todos os artistas sdo apaixonados.

P2: Todos os apaixonados gosta de flores.

C: Todos os artistas gostam de flores.
Il P1: Todos os apaixonados gosta de flores.

P2: Miriam gosta de flores.
C: Miriam é uma apaixonada.

PROF. ME. JAMUR SILVEIRA



WWW.PROFESSORJAMUR.COM.BR

Argumento Valido

Dizemos que um argumento é véalido ou ainda que ele é legitimo ou bem construido
guando a sua conclusdo é uma conseqiéncia obrigatdria do seu conjunto de premissas. Posto de
outra forma: quando um argumento é valido, a verdade das premissas deve garantir a verdade da
conclusdo do argumento. Isto significa que jamais poderemos chegar a uma concluséo falsa quando
as premissas forem verdadeiras e o0 argumento for valido.

E importante observar que ao discutir a validade de um argumento é irrelevante o valor de
verdade de cada uma das premissas. Em Logica, o estudo dos argumentos nédo leva em conta a
verdade ou falsidade das proposi¢cdes que compdem 0s argumentos, mas tdo-somente a validade
destes.

Exemplo:

O silogismo:
“Todos os pardais adoram jogar xadrez.
Nenhum enxadrista gosta de éperas.
Portanto, nenhum pardal gosta de éperas.”

esta perfeitamente bem construido (veja o diagrama abaixo), sendo, portanto, um argumento valido,
muito embora a verdade das premissas seja questionavel.

Op X

Op = Conjunto dos que gostam de éperas
X = Conjunto dos que adoram jogar xadrez
P = Conjunto dos pardais

Pelo diagrama pode-se perceber que nenhum elemento do conjunto P (pardais) pode pertencer
ao conjunto Op (os que gostam de operas).

Argumento Invalido

Dizemos que um argumento é invéalido, também denominado ilegitimo, mal construido ou
falacioso, quando a verdade das premisssas nao é suficiente para garantir a verdade da concluséao.

Exemplo:
O silogismo:
“Todos os alunos do curso passaram.

Maria ndo é aluna do curso.

Portanto, Maria ndo passou.”
€ um argumento invalido, falacioso, mal construido, pois as premissas ndo garantem (ndo obrigam) a
verdade da concluséo (veja o diagrama abaixo). Maria pode Ter passado mesmo sem ser aluna do
curso, pois a primeira premissa néo afirmou que somente os alunos do curso haviam passado.
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Aqui. Maria nao é do curso, mas passou.

o

/—‘ Aqui. Maria nédo passou.

m

P = Conjunto das pessoas que passaram.
C = Conjunto dos alunos do curso.

Na tabela abaixo, podemos ver um resumo das situacdes possiveis para um argumento:

Quando um argumento é ... E as premissas... Entao a conclusdo sera:
Valido sdo todas verdadeiras Necessariamente Verdadeira
(bem construido) ndo sdo todas verdadeiras ou Verdadeira ou Falsa
Invalido sdo todas verdadeiras ou Verdadeira ou Falsa
(mal construido) nao sao todas verdadeiras ou Verdadeira ou Falsa
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